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RESUMEN

El estudio de los_problefnas de escurrimientb en canales se realiza, ge-
‘neralmente, en base a un anélisis unidimensional. Esto implica la adopcion
de un modelo tedrico del escurrimiento cuyas hipotesis fundacionales limi-
tan la validez de los resultados obtenidos. El conocimiento de estos {imites
es, en consecuencia, esencial.

En este trabajo se describen tres modelos tedricos unidimensionales
del escurrimiento con distintos grados de generalidad: un modeio *‘gene-
ral” que, aunque globalmente es impractico, puede aplicarse parcialmente;
el modelo de Saint Venant, actualmente el mas utilizado en la practica, y
el modelo de conveccion-difusion, que se ha aplicado frecuentemente a es-
tudios de traslacion de ondas de crecida. La descripciéh consiste en la ex-
posicién detatlada y ordenada del cuerpo de hipdtesis sobre el cual se
asienta cada uno de ellos, y en la obtencion de las ecuaciones diferenciales

que los expresan matematicamente a partir de la identificacion y cuantifi--

" cacion de los mecanismos fisicos considerados.







INTRODUCCION o

El presente trabajo considera una parte de Ia'problema"tica bdsica del es-
currimiento en canales de calice fijo y esta concebido, princip'a'lmente, como un
complemento de la bibliografia del Ingeniero Hidraulico destinado a introducir
rigurosidad en el planteo tedrico. Su ejecucion ha sido motivada por el conven-
cimiento de que, frente:a la complejidad y originalidad de fos requerimientos
ingenieriles actuales, no solo se necesitan adquirir nuevos conocimientos, sino
también disponer de una base conceptual firme, dnica manera de tener acceso
a tecnologias cada vez mas sofisticadas. ’

El problema del escurrimiento en cauces naturales o en canales artificia-
les se encara, géneralmente, por medio de un andlisis unidimensional, en base .
al cual pueden obtenerse tanto resultados cuantitativos como explicaciones
cualitati\{as del fendomeno, imprescindibles ambos para el conocimiento, apro-
vechamiento, control y conservacion de, los recursos hidricos. Es necesario
clarificar dos aspectos relativos a un tal andlisis: en primer lugar, iqué es capaz
de proveer?, y en segundo lugar, équé informacion necéé'ita para lograrlo?.

Respecto de. la primera  cuestién, debe comprendefse que un analisis
unidimensional describe las caracteristicas medias de la corriente en cada sec-
cion transversal, por lo cual solo alcanza a resolver aquellas escalas de movi-
miento ‘mucho mayores' que las dimensiones transversales. Deja excluida,
entonces, la posibilidad de determinar el establec_imientd de corrientes secun-
darias, la formacion' de remolinos, etc. No obstan'te, resulta suficienteﬁpara
satisfacer muchos de los requerimientos préacticos: el sequimiento de ondas de
crecida, la regulacion de cursos de agua por medio de emibélses, la “determina-
cién del escurrimiento en canales sujetos a‘régimen de marea, etc.

En cuanto al segunt!o aspecto, se requiere informacién sobre la'geome-
tria _del'caUce, las caracteristicas medias de la corriente (niveles y descargas)
utilizadas como condiciones iniciales y de contorno, y los efectos globales
de los movimientos en escalas no representadas por el andlisis. Los datos
sobre la geometria de‘ber‘) proveerse con un grado de re'soAIucic'm acorde. con

.
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2 . INTRODUCCION

fa escala del movimiento medio. Sin embargo, la obtencion de esa informacion,
asi como la de niveles y-descargas, estd generalmente supeditada a factores eco-
ndmicos, en cuyo caso la cuestion se invierte: es la dispohibilidad de informa-
cién la que limita la menor escala de movimiento factible de ser estudiada. Por
su parte, la evaluacién directa de los efectos de las escalas no resueltas sobre la
corriente media es, en la practica, extremadamente dificil, cuando no impo§i-.
ble. La mayoria de las veces se introducen hipéteSis simplificativas, que si bien
de hecho reducen ain mas la gama de casos incluidos en el anéli§is, permiten
obtener resultados muy Gtiles a cambio de relativamente poca informacion.

El andlisis unidimensional se lleva a cabo sobre un modelo tedrico del es-
currimiento. Este queda definido a través del establecimiento de un cuerpo de
hipotesis. Logicamente, cuanto mayor es el nimero de hipotesis menos gene-
rales son las ecuaciones resultantes del analisis. Esta cuestion es tratada en el
Caprtulo 1, donde se da pie a tres formulaciones de las ecuaciones unidimensio-
nales, decrecientes en grado de generalidad: las Ecuaciones Unidimensionales
Generales, las Ecudciones de Saint Venant, y la Ecuacién de Conveccibn-
Difusidn, cada una de Tas cuales es tratada en los tres Capitulos subsiguientes.

Si bien el orden natural de exposicidn seria ir de lo general a lo particular
introduciendo sucesivas simplificaciones, se ha estimado conveniente variar esa
metodologia, en atencion a las distintas motivaciones que puedan aconsejar la
lectura de este trabajo. Es asi que se desarrollan dos tratamientos distintos para
obtener, en el Capitulo 2, las Ecuaciones de Saint Venant, y, en el Capitulo 3,
las Ecuaciones Unidimensionales Generales (por mas que aquellas no sean mas
que un caso particular de estas Gltimas). De ese modo, se ha regulado el grado
de complejidad formal desde el Capitulo 1 al 3, pudiendo incluso obviar la
lectura de este Gitimo capitulo quien no desee adentrarse en un tratamiento
tan detallado del tema. Finalmente, a modo de apéndice, el Capitulo 4 intro-
duce la Ecuacion de Conveccion-Difusion.



"CAPITULO 1

MODELO, TEORICO DEL ESCURRIMIENTO

Establecer un modelo teérico del escurrimiento significa esquematizar al

flujo 'y a sus contornos, y desechar los efectos dindmicos menos importantes,
una vez identificados los esenciales. Esto se concreta en un cuerpo de hipdtesis,
tanto mayor cuanto mas restringido es el modelo.

En lo que sigue se formulan' tres modelos tedricos del escurrimiento,
decrecientes en grado de generalidad, y denominados de, acuerdo a las ecua-
ciones a que dan lugar: Modelo Unidimensional General, de Saint Venant, y
Dn‘uswo respectlvamente Cada uno surge del- anterior mediante un simple
agregado de hipotesis,

Quizés en un primer nivel, y algo dlstanmadas de las restantes, se encuen-
tran las hipotesis basicas de la Hidrodinamica Cldsica, que consisten en consi-
derar ‘el medio como continuo, incompresible, homogéneo y newtoniano [1,2].
Esto introduce una primera restriccion de tipo practico, pues deben excluirse
del anélisis los casos en los cuales la incorporacidon de aire o la presencia de se-
dimentos en la masa liquida sean significativas (fenémenos a dos fases).

El resto de las hipotesis se presenta y explica a continuacion. ’

— Modelo Unidimensional General:

i) El dnico campo de fuerzas actuante es el de la gravedad, que se supo-
ne uniforme. En particular, no se consideran las contribuciones de
las fuerzas de inercia provocadas por la rotacion de la Tierra.

if). Es un fendmeno a superficie libre. Es decir, se consideran desprecia-
bles los efectos de resistencia del aire. En consecuencia, sobre el con-
torno de separacion entre el fluido y la atmésfera solo se ejerce, en
esencia, una presidn constante; que puede tomarse como nula [1].
(En rigor, también debe explicitarse que se desprecian los efectos
de la tension superficial, lo cual es inobjetable dado las dimensiones
de los escurrimientos habitualmente estudiados).

)3(



Modelo Tedrico del. Escurrimiento

- i) La forma del canal es invariable. Esto significa que el cauce no se de-
forma con el tiempo, lo cual se cumple en canales revestidos y en tra-
mos de cursos de agua sobre cauces rocosos. También se verifica en
canales con fondo de material suelto o friable, siempre y cuando los
estudios se extiendan sobre intervalos de tiempo menores que aque-
llos dentro de los cuales de producen cambios significativos _d'e la
forma del cauce. . ' ' o

iv) La alineacién y la forma del cauce son arbitrarias pero sin variacio-
nes bruscas. De ese modo las variaciones significativas de alineacion:
y forma pueden ser resueltas por la escala de andlisis unidimensional.
Entonces es posible *‘suavizar' la superficie del cauce, y representarla

~por una funcién matemética continuamente derivable [3] ’(e indepen-
.diente del tiempo, de acuerdo a iii)). Quedan excluidas del analisis 4
las_situaciones en las cuales existen contracciones y/o éxpansiones
bruscas de la seccion transversal, asi como codos en la alineacion.

v) Las componentes de la velocidad segin fas secciones transversales a
la direccién del escurrimiento son pequefias frente a las componen-.
tes longitudinales. Es decir, el escurrimiento debe ser eseni:ialmente
unidireccional, por lo cual puede ser pensado como un filamento
de corriente cuyo grosor varfa en forma suave. Este requerimiento
es fundamental para que el analisis unidimensional sea significativo.

vi) La turbulencia esta totalmente desarrollada. De este modo se espe-
cifica que no existen zonas de transicion entre los regimenes laminar
y turbulento, ni capas Iimites en desarrollo [4]. En la préctica, los
escurrimientos se producen generalmgnte a niumeros de Reynolds lo
suficierifemente altos como para que. esta hipotesis se verifique con
buena aproximacion.

— Modelo de Saint Venant:

vii) Son despreciables las componentes de la aceleracion seglin las seccio-
- nés:transversales. Mds precisamente, las componentes transversales de -

la aceleracion son p'equeﬁaé frente al médulo de la aceleracion de la
gravedad, lo cual determina una distribucion de presiones esencial-
mente hidrostatica, y una superficie libre aproximadamente nivélada
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lineas de corriente presentan curvaturas y divergencias débiles (to- .

viii)

xi)

xii)

xiii)

en cada seccién transversal. Estas situacidnes se reconogen cinemati-
camente como “flujo gradualmente variado”, es decir, un flujo cuyas

cual solo es compatible con un canal cuasiprismatico). En la practica, .

ésto excluye del analisis los casos en los cuales se producen transicio-
nes entre los regimenes subcritico y supercritico (resafto hidrdulico o
calda hidraulica), los que presentan meandros de gran curvatura, Ios

" que superan el valor Iimite de nimero de Froude sobre el cual se pro-

duce flujo (supercritico) pulsante [5], etc. ,
Los efectos no disipativos de la turbulencia son despreciables. Esto
indica qu"é la turbulencia se manifiesta sélo como una resistencia
efectiva, lo que en la practica resulta una buena aproximacion, -

La distribucién de velocidades es uniforme en cada seéc_i'én transver-
sal. Esta hipétesis constituye una sobresimplificacion del perfil de
velocidades de ““tipo logaritmico”, caracteristico de una capa Iimite
turbulenta totalmente desarrollada. En rigor origina una contradic-
cién con la condicion de no deslizamiento sobre el cauce,‘que a su
vez.produce una inconsistencia del modelo tedrico al considerar el
balance energético (ver 2.4). No obstante, su utilizacién en la préc-
tica provee, generalmente, resultados aceptables.

La pendiente del fondo es pequefia. Por pendiente pequefa se entien-
de que el valor en radianes del dngulo de inclinacion del fondo res-
pecto de un plano horizontal coincide aproximadamente con el de
su seno y su tangente trigonométricas. Si bien esta hipétesis no es
esencial, se verifica usualmente en los casos de .interés prdactico.

Modelo Difusivo:

‘Los efectos de las fuerzas de inercia son despreciables. Es decir, el

nimero de Froude del escurrimiento es pequerio frente a la unidad. '
El flujo lateral puede ignorarse. En rigor, ésto significa que el aporte
lateral sobre distancias del orden de la Jongitud tipica del fendmeno

-en estudio es pequefio frente a la descarga a lo largo del canal.

E! ancho del canal varia muy lentamente. Mas especificamente, la
variacion relativa del ancho es mucho menor que la variacion relativa
del aumento del caudal por unidad de longitud. '

b,






CAPITULO 2

ECUACIONES DE SAINT VENANT

Existen, historicamente, dos enfoques para formular Ias ecuaciones dlfe-

renciales unidimensionales que representan matematlcamente a un escurrimien-
to. Uno, que data del siglo XIX'y al cual aparecen vmculados los' nombres de:
Belanger, Wauthler Coriolis, Boussmesq [6] y Saint Venant [6 7], podria de-

nominarse tratamlento “mtegral" pues consiste en. aphcar los principios de la
Mecdnica a elementos flufdos de dimensiones: transversales fmltas El otro, mas
moderno, y al cual estan asociados nombres como Keulegan [8, 9], ‘Patterson
[9], Farrell [10], Strelkoff [11], Yen [12, 13], Wenzel [12], e Iwasa [14], se
podria llamar tratamiento “puntual”, pues parte de las Ecuaciones de Navier-
Stokes (que surgen de la aplicacidn de los principios de la Mecénita a e‘lém’en-v

tos diferenciales de flmdo) y las integra sobre la secci’on transversal al escurn-,"
miento. En este Capltulo se utiliza el primer enfoque para thener Ias Ecuamo- g

nes de Saint Venant, dejandose el segundo para el proximo: Capltulo donde
se formulan las Ecuaciones Unidimensionales Génerales.

En los tres primeros puntos (pardgrafos 2.1. - 2.2, - 2 3) se Obti'erién res-
pectivamente, las Ecuauones de Contmundad Cantldad de Movumlento y Ener-,

gia. Las semejanzas y diferencias entre estas dos altimas. se discuten en ‘el cuarto
punto (paragrafo 2.4). En el quinto (paragrafo 2.5.) se. presenta y analiza la

manera de parametrizar los efectos resistivos, lo cual coriduce a las formas usua--

les de las Ecuacmnes de Saint Venant. Sus principales métodos de resoluc10n se

resefian en el sexto punto (parédgrafo 2. 6.). Finalmente, en. el dltimo. punto (pa-

ragrafo 2.7.) se sefalan algunas extensiones s»mples del tratamiento, para abar-
.car casos de importancia prdctica en los cuales fallan algunas de las hlpote5|s del
Modelo de Saint Venant.

~
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8 B ' Ecuaciones de Saint Venant

2.1.  Ecuacién de Continuidad

Sea s la coordenada longitudinal, es décir, tangente al fondo y en
el sentido del escurrimiento (ver Figura 2.1,). La Ecuacién de Continuidad sur-
ge de aplicar el principio de conservacion de la masa a un volumen elemental
5V en forma de ‘‘rodaja’’ transversal a s, limitado por dos secciones transver-
sales fijas, separadas por una distancia 8s , y una superficie lateral constituida
en parte por el cauce y en parte por la superficie libre.

Figura 2.1. Coordenada longitudinal y volumen de andlisis

Sea Q (s, t) el gasto Iiquido (desc_arga o caudal) en la direccion del
' escurrimiento que, en ef-instante t, atravi’eéa la seccion transversal £ (s, t)

ubicada en s . La pérdida neta de volumen de fluido (proporcional a la masa
“por ser incompresible) a través de las secciones transversales extremas de 8V
en un intervalo de tiempo 8t , vale entonces

Q (s +08s,1) 8t —Q (s, 1) 6t = %%658’( v - (2.1)

en donde, en el primer miembro, no se considera la variacion del gasto durante
el intervalo 8t (primer orden en 8t ), y en el seqgundo, ademas, se toma sola-
mente el primer término de un desarrollo en serie de potencias de 8s (primer
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orden en &8s ). Con el mismo criterio, en lo que sigue se ignoran términos de or-

den mayor al primeroen 8s y 8t. = -

Sea q (s, t) la descarga por unidad de longitud a través de la super-

ficie lateral (q> O si es saliente, como las producidas por filtraciones, vertede-

ros laterales, etc.; q < O si es entrante, como-las debidas a precipitaciones,
afluentes, etc.). La pérdidaAde‘ volumen de fluido en el mismo intervalo 6t ,
vale entonces ‘
q8sot i (2.2)
Ambas pérdidas determinan fa disminucion del volumen de la “ro-
daja’’ de fluido, la cual puede expresarse como

[, t)—SZ(s t+6t)]85=—-a—§-2—8t85 (2.3)

La Ecuaciéon de Continuidad se obtiene igualando la pérdida total
de volumen, suma de (2.1) y (2.2), a su disminucion expresada en (2.3), divi-
diendo por 8s 8t , y tomando {imite para-ambos incrementos tendiendo a cero.
Adviértase que, con el paso al limite, se anulan los términos de orden mayor al
primero, hasta aqui ignorados, con lo cual la igualdad es estricta. Reordenando
la expresion resuitante se obtiene

ba , 22 | _ o
~ o+ Gt a=0 (2.4)

que es fa Ecuacién de Continuidad para flujo en canales, escrita en términos del
gasto liquido Q vy la seccion transversal £2 .

' Una expresidn alternativa a la ecuacion (2.4) surge a partir de la in-
troduccion del concepto de vetocidad media de flujo U (s,t) enuna seccion,
definida como ; )

U= —% : (2.5)
En términos de esta velocidad media U y de la seccion transversal

S?. Ia ecuacuon (2.4) puede escribirse como

ou 8, 80

P AN PR L LIGILCIL AR (26)

Os 0Os ot

Notese que en la: formulacion de las ecuaciones (2.4) y (2.6) sblo
se han utilizado las hip()tesis del Modelo Unidimensional General, por lo cual

éstas también son expresnones de la Ecuacmn de Continuidad .Unidimensional

General.
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La aceptacion de una o.vérias de las hi'pétesis introducidas por el
Modelo de Saint Venant conduce a formag de la Ecuacion de Continuidad. que,
" si bien menos generales, resultan mas coﬁvenientes en la practica. Cuando es
despreciable la componente horizontal de la aceleracion transversal puede con-
siderarse nivelada la superficie libre en cada seccién transversal, y adquiere rele-
vancia el concepto de profundidad h (s, t) , segiin se ilustra en la Figura 2.2. Es
posible, en’fonces, expresar la variacion 8£2 de la seccién en funcion de la va-
riacion 8h de la profundidad. A primer orden en §h , esta relacién es
8Q = Bé6h (2.7)
ddnde B (s,t) es el ancho de la seccién en la superficie libre.
La introduccion de la ecuacion (2.7) en la ecuacion (2.4) determina
una forma més restringida de la Ecuacién de Continuidad, en términosde Q vy
h , dada:-por

9Q dh _ :
5 B3 ta=0 (2.8)

‘donde, eventualmente, B puede consi'derarse funcion de s y h, puesto que la
~determinan univocamente. De ese modo, B (s, h) constituye una relacion pu-
ramente geomé’grica, en principio evaluable a priori, en la cual la dependencia
témporél estd implicitaatravésde h=h (s,t).

6h

Figura 2.2. Corte transversal al escurrimiento
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La modificacion andloga de la ecuacion {2.6) bara la obtencion de
una expresion en términos de U y h ,requiere un tratamiento de £ similar
al dispensado a B anteriormente. Es decir, se considera que £ = £ (s, h(s, t) ).
Entonces (explicitando con un subindice la variable que se mantiene constante .

durante la derivacion) .

t h s Ot h'o Sl
donde la Gltima igualdad surge de la ecuacion (2.7). EI primer término del se-
gundo miembro puede considerarse, también, puramente geométrico, con de-
pendencia temporal implicita. , :

Reemplazando las ecuaciones (2.7) y (2.9) en la ecuacion (2.6)
se obtiene '

au 29 h . on _
oy as]h + B(U o Bt) +g=0 (2.10)

que es la Ecuacion de Continuidad en términos de la velocidad media U y
la profundidad h .

Finalmente, pueden obtenerse expresiones de la Ecuacion de Con-
tinuidad en términos de la altura z de la superficie libre respecto a un nivel
de referencia, el cual es un dato de importancia préctica. Si, en adicién a una
componente horizontal despreciable de la aceleracion transversal, se tiene una .
pendiente del fondo muy pequefia, se cumple la relacion .

, h (s, t) = z(s,t);zo (s) . (2.11)
donde z, es la altura de fondo respecto del mismo nivel de referencia (ver
Figura 2.3.). _

Teniendo en -cuenta la ecuacion (2.11), la ecuacion (2.8) puede
escribirse como

Q , g0z
et Bt a=0 (2.12)

donde ahora B se puede considerar funciénde s yde z.

La transformacion de la ecuacion (2.10) requiere més elaboracion.

En primer lugar, de la ecuacion (2.11) surge )
— ==+ : (2.13)

dond§
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Figura 2.3, Corte longitudinal al eséyrrim/ento_

o dz :
I, (s) = — dso (2.14)_

es la pendiente del fondo (pequeiia), elegida como positiva si desciende.

En segundo lugar, considerando ahora que £ = £ (s, z) , y que ademas
z=h + z(s), setiene

8Q) _ a9] , a9] ] _ a9) _
_Ejh = —aﬂz + az]s Ejh = ﬂz Blo . (215)

donde, en el segundo término del dltimo miembro, se ha tenido en cuenta que

bz), = &h), , utilizdndose entonces la ecuacion (2.7). Reemplazando las ecua-
ciones (2.13) y (2.15) en la ecuacion, {2.10) se obtiene ' _
au FYy) 3z |, 0z -
Qo= +U~E)_§JZ+B<-—5?+W)+°"_° . (2.18)

que es la Ecuacién de Continuidad en términos de la velocidad U v Ia altura
z , con las restricciones mencionadas. i ) » _ ‘
Es importante advertir que la semejanza entre las ecuaciones (2.10)
y (2.16) es sblo formal, pues quedan claras las diferencias conceptuales entre
ambas a través de las ecuaciones (2. 13) y (2.15). : L\
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T

2.2, Ecuaci'én de la Cantidad de Mavimiento

Apllcando el principio de conservacvon de la cantidad de movimien-

to al volumen -elemental 8% . defmldo enel paragrafo 2.1., se obtiene la ecua-
|on de movimiento correspondlente

Las. fuerzas exteriores que actdan sobre el elemento con componen-

tes en la direccién del escurrimiento, son: su peso, la fuerza de presion exterior -

sobre su superficie, y Ia fuerza resistiva del cauce. Durante un intervalo de tiem- .
' po 8t , lavariacion de la cantidad de movimiento cbntenida en el volumen &8V
. es igual al |mpulso resultante de las fuerzas exteriores, menos el flujo neto de

cantidad- de movimiento a través de su superficie. La evaluacion de estos térmi-

" nosen la direccion s, a primer ordenen 8s y 8t , se hace como sigue.

Teniendo en cuenta »
v = Q6s (2.17)

'y que 1, eslo suficientemente pequefia (1, < 1) la componente del peso

del elemento en fa direccion s vale
| YQBs, | (2.18)
donde v es el peso especifico del fluido.
La presidn exterior actua, én~principio, sobre toda la superficie de
5% . En realidad, de acuerdo a lo establecido en el Capitulo 1, puede considerarse
nula sobre la superficie libre. Ademas, ‘dado que el canal es cuasi-prisméticb,
se supone-despreciable la contribucion de la presion del cauce a la fuerza neta

segun s . Basta, entonces, hacer el calculo sobre las secciones transversales ex- .

tremas, para lo cual puede procederse de la forma siguiente.
En primer lugar, si la superficie libre esta nivelada en cada seccion

transversal, se puede definir la pendiente de esa superficie en cada secciéon como

T 2
. Hst) = ds
considerada como positiva si desciende. Si |, <1 y el flujo es gradualmente

(2:19)

variado, debe ser | < 1. En términos de estas dos magnitudes, puede calcularse
la diferencia de presiones entre dos puntos cualesquiera situados en secciones
extremas opuestas pero alineados paralelamente a s (ver Figura 2.3.). Esta di-
ferenaa de presiones es: proporcsonal a la diferencia entre las profundidades de
cada uno de esos puntos respecto al nivel de la superficie libre en su seccion,
que vale
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U= es ' ‘ (2.20)
_ constante para una seccsoh es deC|r |ndepend|ente de las profund|dades abso-
lutas de esos puntos. Entonces, la fuerza neta de presmn segun s es
Qy(—1,)8s ‘ , (221) '
Sumando las contribuciones del peso y las presmnes es decir (2. 18)
y (2. 21) respectlvamente se obtiene y ' , ‘
_ Qyies (2.22)
independiente de la pendiente I, def lecho (o mas exactamente de la pen-
diente del eje coordenado s ), contal que sea suave (I, < 1) ‘ .
Si 7, (s,1) eselvalor medio de la tension de corte sobre el pen’me-
tro mojado X (s, t) en la direccidn s Ia componente de la fuerza resnstlva SO-
bre el fluudo en esa direccion (reaccion de la anterior) puede expresarse como
-1, X85 (2.23)
La fuerza exterior neta aplicada sobre 8% en el instante t, suma
de (2.22) y (2.23), es entonces

Qyi1—1, X 8s ' (2.24)
que durante el intervalo &t , produce un impulso
Qyl—1 X) 856t , (2.25)

El fluido que escurre a través de las seccionies transversales extremas
durante un intervalo &t , lieva consigo una cantidad de movimiento segin s

dada por
PQ(s + &s,t)8t U (s + 8s,t) — pQ (5, 1) 8t U (s, 1) =
LD YO TR
= P35 (QU).8s 6t = p(Q e +u 3 )856t (2.26)

donde p es ladensidad de! fluido.
~ Porsu parfe, el fluido que escapa durante el mismo intervalo a través
de la superficie lateral, se lleva una cantidad de movimiento segin s que vale .
paqbésdtu, (2.27)

donde ues la componente en la direccién s de la velocidad del flujo lateral
(es importante que la magnitud del flujo lateral sea tal que no desthue la posi-
bilidad de aplicar el andlisis unidimensional).

la pérdida neta total de cantidad de movimiento a través de la
superficie exterior durante el intervalo 8t , surge de.sumar (2:26) y (2.27),
con el resuitado . :
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(Q%U + U %Q + qu ) 856t (2.28)

Finalmente, la variacion en 8t de la cantidad de movimiento segun'
s contemda en &%, puede expresarse como
P (s, t + B BsU (5,1 + 8t) —pQ (s, t)8sU(s 1) =

ot ot
Igualando la variacion (2.29) al impulso (2.25) menos la pérdida

=p 2 o (W) B35 = p<999 +U a—”) 5t 8 (2.29)

neta (2.28) y tras dividir por £ v &s 8t , tomar el Iimite para s y &t ten-
diendo a cero, y reordenar se obtiene la Ecuacion de la Cantldad de Mowmlen-
to para canales o ’
T u
_I_QE_'__U_Q_ I (aQ asz> L
Qg

g at ' g s VR ds .ot g @ (2.30)

donde R(s, t) = % es el radio hidraulico.

Puede lograrse una expresion mas compacta advirtiendo que el fac-
tor entre paréntesis es igual a -q , de acuerdo a la ecuacion (2.4) de Continui-
dad, con lo que resulta

19y U9y 0z I
Tt T g e tat T oy Umw) (2:31)

donde, ade‘mas, se ha utilizado la ecuacion (2.19) y se ha definido

I (1) = ;R
denominada ‘““pendiente de friccion’.

La ecuacién (2.31) es la Ecuacién de la Cantidad de Movimiento
en términos de la velocidad media U vy el nivel z de la superficie libre. L.a -
expresion en términos de U y la profundidad h , surge de utilizar la ecuacion

(2.13), con lo que resulta

19U ,Udy  oh = 4 -
5 ot s 95 + 2 o+ 1= Qs (U—u.) (2.33)

L.a obtencion de formas de la Ecuacidon de la Cantidad de Movimien-
to en términos de Q , requiere la utilizacion de relaciones ya explicitadas en el

paragrafo 2.1. Los resultados son

109, 2089 | Q@ 39] L0 oy, -4
2otV gr B s 35}2 o WoFR) =g u (2.34)

(2.32)
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que es la Ecuacion de la Cantldad de Movnmlento en termlnos de Qy z,y

L0, 2000 @ L -_a
fs ot T ge, B ansJ (A=Frf) =1 + 1 = = ghu, (2.35)

que es la Ecuacion de la Cantidad de Movimiento en términos de Q y h,en
las cuales se ha introducido el nimero de Froude local Fr , definido como

2 1/2
Frs, 1) E<Q—B— . : (2.36)

' 2.3. Ecuacién de la Energia

La relacion trabajo-energia mecdnica provee su correspondierte
ecuacion de movimiento. N .

Dicha relacién, aplicada al volumen elemental 8% definido en el
paragrafo 2.1., establece que, durante un intervalo de tiempo : 8t , la variacion
de la-energia mecénica contenida.en su interior es igual al trabajo de las fuer-
zas exteriores que actdan sobre su superficie, menos el flujo neto de energia

_mecdnica a través de esa misma superficie, y menos la energia mecdnica per-
‘dida por -disipacion. A continuacién, se procede a evaluar estos términos,
.a primer orden en 8s y &t . ' ‘

Sobre los contornos de 8% actlan las presiones y las tensiones de
corte. Las presiones no realizan trabajo'ni sobre el cauce, donde la componen-
te normal de la velocidad es nula {condicién de contorno cinemaética) ni sobre
la superficie libre, al considerarse nula la presion atmosférica. Entonces, soIo
trabajan las presiones sobre las secciones. transversales “extremas, cuya con-
tribucion es

f pustdﬂ—f pUStdQ —«Stasai—( f ’pdﬂ) (2.37)
Q(s) n(s+ 5s) . s Q(s)

donde p es la presién en cada punto de £ vy, ademés, se ha tenido en cuenta
la uniformidad de la distribucion de veloadades en cada seccuon

- Las tensiones de corte no reallzan trabajo ni sobre la superf|C|e li-
bre, donde se anulan, ni sobre las secciones transversales al considerarse despre-
ciables las componentes transversales de la velocidad. Si ademas se tienen en
cuenta que, en rigor, la velocidad es nula sobre el cauce (condicién de no desli-
zamiento), las tensiones de corte tampoco realizan trabajo sobre él. Ehtonceé:
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el trabajo total de las fuerzas exteriores que actlian sobre el contorno de 6%,
al orden de aproximacion considerado, esta dado por (2.37).

La energia mecanica es la suma de la energia cinética y la energia
potencial. La en'erg|’a cinética perdida por conveccion a través de las secciones
transversales extremas de 6%, durante el intervalo 6t ,es.

2 2
PQ (s + Ss,t) 6t E——(S—;L_S't—) — pQ (s, t) 6t E—(ziﬂg
AP D2 _ U | U% 9q .
=S ( QU*) 8s 8t = <QU ER + — = 5 856t (2.38)
Anélogamente, la pérdida de energia cinética por el flujo lateral vale
2
padsdt L (2.39)

donde V es el. modulo de la velocidad del flujo lateral. .

_ l.lamando ¢ a la coordenada en la direccion de la gravedad, posi-
tiva hacia arriba y con origen en un plano horizontal de referencia, la energia
potencial perdida en &t por el flujo a través de las secciones transversales
extremas de &V, es ‘

/' FUStEdQ / TUBLS dQ = 75t 8s o (uf §dﬂ> (2.40)

Qs+ 8s) £ (s) Q(s)
Analogamente, eI flujo lateral se IIeva consigo una energia po-
tencial que vale . . . ‘
7q 8s Stf : , (2.41)

donde t. eslaalturaa la que se |nterceptan el flujo lateral y el escurrimien-
to prinuipal.

EI haber considerado la existencia de un qu;o lateral (siempre suje-
to a la condicién de no desvirtuar el analisis umdlmensnonal del escurrimiento
principal) lleva a Ia necesidad de tener en cuenta el trabajo que aquel realiza
en el punto de contacto entre ambos, contribucién que se agrega a (2.37).
Si P, es la presion en ese punto, el trabajo es _

—pL qbs bt (2.42)
hablendose considerado despreciable la contribucién de la ten5|on de corte.

Si bien una distribucion uniforme de velocidades no produce
disipacion de energia, el haber utlhzado explicitamente la condicion de no
deslizamiento sobre el cauce supone admitir la existencia de un gradlente de
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velocidades, principalmente importante en las vecindades del cauce, el cual
produce un efecto disipativb. Liamando €_ (s, t) al valor medio sobre la sec-
cion transversal £ (s, t) , de la energia disipada por unidad de volumen y de
tiempo, el valor total sobre 6V durante 6t es
; e, 855t (2.43)
Finalmente, la variaciéon en 6t de la energia cinética contenida en
8%, puede expresarse como

2 2 .
P8 (s, 1 + 6t) 8s _':J__(_S;zt_f_a_t)_ — pS (s, 1) b5 U ;s.t) ~
= P B 002y - U, U% aQ
= £ 556t oo (@U?) = poasst <Q 5 T e (2.44)

mientras que la variacidon de la energia potencial es igual a la aportada por la
masa neta almacenada durante &t , es decir

[v (s, t +8t)8s — v (s, t)8s]z (s, t) = v8sbtz 9_{_2 (2.45)

ot

.dol"nde z esta medido respecto al origen de la coordenada § . ,
La Ecuacion de la Energia para canales se obtiene, entonces, igua-

‘lando la variacion total, suma de (2.44) y (2.45), al trabajo exterior, suma de
(2.37) y (2.42), menos la pérdida neta,.suma de - (2.38), (2.39), (2.40) y
(2.41), y menos la energia disipada (2.43). Si a esta expresion se la divide por
v Q 8s 6t , se le toma el limite para s y 8t tendiendo a cero, y se la reor-

dena, se llega a

1 LUy % _ t3r, 7P -
“g at + g os +'yU - Qas[l{/('Y-"c)dQJ
. 2 “'
zaa |, uP (aQ an) a(PL VL> '
e . — s | 2 —_ — —— . +____ .
_ Q ot + 29Q \ 0s + ot Q\ 7 + §'— 29 (2 46)‘
Como se considera que la distribucién de presiones es hidrostética,
se tiene que - A _ '
. :
T S : 2.47
poall S (2.47)

Utilizando las ecuaciones (2.47) y (2.4) de Continuidad, la ecuacion

(2.46) se transforma en

1au vy Lo L _ alf,, vt _ v
gat+gas+as+'e_uﬂ[<z+zg> <'.z|_+zg (2.48)
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donde z. = P,TL -+ §_ eslaaltura piezométrica del flujo lateral, y, ademas,
se ha introducido la definicion
e
A o L
(s, t) = oy , (2.49)

denominada ‘‘pendiente de energia”, la cual, por ser siempre posmva represen-
ta una resistencia efectiva. .

La ecuacion (2.48) es la Ecuacién de la Energia en termlnos de U
y de z . Utilizando {a ecuauo\l (2.13) se obtiene la Ecuacmn de la Energ|a en
términosde U y h ’

19U L Udu , on _ 4 u? Vel
g ot + g 0s + R o + Ie_mKh +—2;>_' (hl_ "'— (250)

donde h = z —z  eslaaltura piezométrica del flujo lateral respecto al fon-

do del canal. Es posible encontrar expresiones en términos de Q , analogamen-
te a lo hecho con la Ecuacion de la Cantldad de Movimiento. Estas son
19, 208 _ Q@ asﬂ
F4

— —_———— ] —_— — Fr2y =
E i Rl » A F‘)+"e_

_al Q? ve R
- a[(Z—ZL) i —zg—:l @81

19Q , 2009 _ Q%30 L % o o L, o
o ot T gz B | gqa ath T WoFR) =g =
, .
q Q2 VL L

Al (h—n) — - , 2.52

mQ[( ) 2902 29J L .'( '_)

que es la Ecuacion de la Energia en términosde Q yde h,en las cualesse’ha
utilizado el nimero de Froude local Fr definido en (2.36)..

2.4, CoMparacién entre las Ecuaciones de la
Cantidad de Movimiento y de la Energia

Las ecuaciones (2.31) y (2.48) de la Cantidad de Movimiento y de
la Energia, respectivamente, presentan una estructura similar. De hecho, s6lo
difieren en la contribucién dinamica del flujo lateral, y en el término resisti-
vo. Esta sumllltud no es, en realidad, sorprendente si se advierte que la Ecuacion
de fa Energia no se obtiene a partir del principio general de conse_rvacqon_de la
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‘energia (o primera ley de la Termodindmica), sino de la relacion trabajo-energ fa
mecénica que, al igual que el principio de conservacion de la cantidad de movi-
miento, es una consecuencia de la ley bésica de movimiento de fa mecénica (o
segunda ley de Newton). ' ’
o Precisamente, dada su similitud, es Gtil analizar sus diferencias. En
principio, es ‘necesario reiterar la distincion entre los conceptos de pendientes
de friccion oy deenergia |, tal cual fueron definidos en los paragrafos 2.2.
y 2.3. respectivamente. La primera da cuenta de las tensiones de corte que el
fluido ejerce sobre el cauce. La segunda en cambio, representa la potencia di-
sipada en el volumen de fluido.
Establecida la diferencia conceptual entre If e |, , puede retornar-
se a las ecuaciones (2 31) y (2.48). De la comparacion entre-ambas surge que,

en el caso de ausencia de flujo Iateral (a= 0) ,

' I, = .‘lf‘. ' | (2.53)

Este resultadp, lejos de constituir una relacion general valida para

un escurrimiento gradualrﬁen’ce variado, es fruto de las limitaciones del modelo
tedrico, como se muestra a continuacion. '

En la deduccion de la Ecuaci6n de la Energla se incurrio en una
inconsistencia teonca al considerar explicitamente la verificacion de la condi-
cién deno dgslizamlento y la existencia de una gradiente de velocidades. En rea-
lidad, si se es consecuente con las hipétesis de partida, la distribucion de velo-
cidades debe ser estrictamente uniforme sobre cada seccion transversal. Esto
representa una situacion ideal, en la cual la interaccion entre el fluido y el
cauce, en vez de ser de tipo viscoso, es similar a la interaccidén entre solidos:
desllzamiento relativo con friccion. Siendo asi, en fugar de existir disipacion
de energfa-en el interior del fluido, las perdldas estan producidas por el tra-
bajo resistivo del cauce. Esto significa que la contribucion (2.43) puede ser
'reemplazada de la SIgwente manera ‘

€ 9656’: - T X65U6t
lo que equivale a admitir la igualdad (2.53.). En consecuencia, es de esperar que
un planteo més realista lleve a un resultado algo distinto.

E! razonamiento precedente pone de manifiesto, al mismo tiempo,
que la Ecuacion de la'Energia y de la Cantidad de Movimiento son, dentro dei
marco tedrico adoptado y en ausencia de flujo lateral, esencialmente diénticas.
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Esto lleva a la necesidad de profundizar brevemente en las expresiones basicas
de las cuales surgen esas ecuaciones, para dejar aclarados, por un lado, las causas
de esa identidad, y por el otro, el significado de sus diferencias en los casos en

'

que éstas existen.

En general, la ecuacion de la cantidad de movimiento para una
particula fluida, no es mas que un reordenamiento de la ecuacién vectorial
de movimiento de Newton. Por su parte, la ecuaciéon de la energia es el pro-
ducto escalar de la ecuacion de Newton por el vector velocidad de la particula;
o., simplemente, el producto de la componente de la ecuacién de la cantidad
de movimiento en la direccion de su trayectdria por su velocidad, Al integrar
estas expresiones sobre una extensidn finita del fluido, esa simple relacién de
proporcionalidad entre ambas(que, de hecho, equlvale a una |dent|dad) s6lo
se mantendra en el caso muy particular en que se verifiquen Ias dos cond|C|ones
siguientes sobre el dominio de integracidn: en prlmer lugar, que el movimiento
sea paralelo y, en segundo lugar, que la dlstr;buuon transversal de la velocidad
sea uniforme. Precisamente, tal es la 5|tuaC|on si, dentro del marco teérico
adoptado, se toma q = 0. La ellmmacmn de cualqulera de esas dos restriccio-
nes, conduce a dos ecuac10nes no sélo distintas, sino inconvertibles entre si.,

En el Modelo de Saint Venant, la segunda ‘condicién estd asegurada, '

En cambio, la primera condicién se viola si existe fILijo lateral, el cual conduce
a“la aparicion de cantidad de movimiento en una direccién transversal. En este
caso, entonces, ambas ecuaciones son distintas e inconvertibles entre sl Atiiri a§i’
no son .independientes, en el siguiente sentido: Ia diferencia entre ambas provee
mformacnon sobre el balance de la cantidad de movimiento en esa direccién
transversal al escurrimiento: dicha mformacnon es sblo complementana en un
.analisis unldlmen5|onal es decir, no interesa en relacién al calculo de las varia-
bles dependlentes primarias del escurrlmlento (por ejemplo Uy Z). En conse-
cuencia, en el planteo de un problema la Ecuauon de Continuidad ha de apare-
cer acompanada por una sola de las ecuaciones de mov;m|ento

La pendiente de fnccnon en un caso, o la de energta en el otro, cons-
tituyen una nueva incégnita que se agrega a las dos ongmales (U y z).Esto
significa que hace falta ain otra ecuacién para completar el planteo Su formu-
lacion se dnscute en el punto 5|gu|ente Conocida una pendiente, la otra puede
calcularse de la relacion siguiente, que surge de la resta entre las ecuaciones
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(2.48) y (2.31)

=ty [( *932>*<Z.L *?g%‘f"‘“‘“h’} =

- afp, o AV2 |
-+ Q(m av > @y
donde Az = z-—z es la diferencia entre alturas piezométi’icas, y AV es

el méduio de la velocidad relativa del flujo lateral respecto del escurrimiento
principal. . ' - . ,

'Ya se advirti6 en los parégn_'afos precedentes que el flujo lateral debe
ser de una magnitud tal que no desvirtae la posibilidad de aplicar el analisis uni-
d|mensnona| De hecho, aGn con pendientes débiles del fondo, el flujo lateral
puede provocar la apar|c10n de zonas de flujo rdpidamente variable. En rigor el
mddulo de la descarga lateral no es el Unico factor determinante. También influ-
yen la direccién de entrada del flujo lateral y su altura piezométrica, tal cual
surge de sus contribuciones en las ecuaciones (2.31) y (2.48). En la practica,
cada caso requiere un analisis particular.

Para terminar con este paragrafo, es util analizar las consecuencias
que impone el principio general de conservacion de la energia. Por un lado, la
energia mecanica del flujo medio, disipada durante un intervalo de tiAempo, pue-
de en general producir; un acrecentamiento de la turbulencia, un aumento de
la energia interna del fluido, un trabajo de expansién, y una entrega de calor
al medio ambiente. En realidad, habiéndose considerado incompresible al
fluido, no puede existir un trabajo de éxpansic’m. Ademds, la propia energia
turbulenta. es, finalmente, transformada irreversiblemente en energia interna,
bajo la accion de la viscosidad. Por otro Iado,,la variacion del estado termodina-
mico del medio ambiente, en partlcular de su temperatura, por causas ajenas a
la existencia del escurrimiento, puede acentuar o revertir el proceso de conduc-
cion de calor entre ambos. De acuerdo a esto, se producird, en definitiva, una
disminucion o un aumento de la energia interna del fluido y, en cohsecuencia,
de su temperatura ' ‘ '

La inhomogeneidad de todo el proceso disipativo determina distin-

_tas variaciones locales de temperatura en el seno del fluido. Por un lado, esto
se traduce en el establecimiento de gradientes de temperatura que generan, a
su vez, un proceso de conduccion de calor tendiente a homogeneizarlas. Por '
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otro lado, todas las propiedades del fluido se ven sometidas a distribuciones
heterogéneas, Esto no afecta el analisis que condujo a fas ecuaciones unidimen-
sionales, ya que las variaciones de la densidad del agua liquida con la tempera-
tura pueden considerarse despreciables [1],y las otras propiedades $6lo influyen
indirectamente, a través de la evaluacidn de los términos resistivos.

2.5.  Parametrizacién de los Efectos Resistivos

En el Apéndice | aparecen sintetizadas, en términos de diversas va-
riables, las expresiones de las Ecuaciones de Continuidad, Cantidad de Movi-
‘miento y Energia. Ademas, en el Apéndice |l se obtienen las formas de esas
ecuaciones en un sistema de referencia mévil.
Las ecuaciones de la Cantidad-de Movimiento y de la Energia mo
son independientes entre si, tal cual se hizo notar en el punto anterior. La élec-
-cién de cual de ellas debe acompaniar a la Ecuacion de-Continuidad en el plan-
teo de un problema depende, esencialmente, de la posibilidad de estimar el
“término resistivo en alguna de esas ecuaciones (l; e |, , respectivamente).
. Bésicamente, ' e |y repreSentan e_fectos‘resbikstivos resultantes de
la transmision irreversible de cantidad de movimiento y qe'energl'é hacia las
escalas no resueltas en el andlisis (movimientos molecular y turbulento y flujo
- medio puntual). Los tratamientos exclusivamente tedricos desarrollados para

evaluar estos efectos son complejos y atn pdco 5at_isfactorios desde-un punto
- de vista practico, por lo cual se recurre ala experiencia. Esta indica que, en es-
currimientos libres de sedimentos y a cauce fijo, la tension de corte media 7

sobre el cauce en una seccion (o, alternativamente,. la potencia media disipada
€y 'por unidad de drea), es funcion de las siguientes variables independientes
[15]: la densidad p vy la viscosidad u del fluido; la intensidad g del campo
de fuerzas gravitatorio; la forma geométﬁca de la seccion transversal del canal,
representada por un coeficiente adimensional € ; la rugosidad de la superficie
del cauce, medida por la altura. efectiva k de sus irregularidades; la no unifor-
midad del canal en formay alin’e‘aci(')'n, representada.por un coeficiente adimen-
sional @ , el tirante hidrdulico T (definido como T = Q /B ); lavelocidad
media de flujo U; y la impermanencia, medida, por ejemplo, por 0T/0t. Es decir

S T\
no=r(pgek,0 03 (2.55)
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Si la densidad, .el tirante y la velocidad se combinan con las magni-
tudes restantes, la ecuacion (2.55) puede reducirse a la siguiente relacion entre
grupos adimensionales [ 16] ‘ ,

702»=CT<_“_,E;€,1,@,_131>  (2.56)
pU T\ pUT ' U2 T U at
Esta expresion puede interpretarse como una ecuacién de proporcio-
nalidad entre 7, y pU2 , donde el factor de propor_c»io‘nalidad C, depende del
namerc de Reynolds (Re = pUT/u) , el nimero de Froude (Fr=U /\/—gﬁ' )
la fo ;z: :a geométrica (e) , la rugosidad relativa (k/T), la irregularidad del canal

(&; ; "lol grado de impermanencia (1/U.9 T/ aot). De la ecuaciéon (2. 56) Y la defi-
nic i (2 32) de pendiente de friccion surge que

=c VR, (2 57)
donde C=(g/ C )1/2 es el coeficiente de Chezy. No eX|sten en la actuatli-
dad, formulaciones generales para C .En rigor, sblo se han desarrollado una va-
riedad de tratamientbs empiricos y semiempiricos, con diversos rangos de apli-
cac:on para flujo uniforme [5, 17, 18] '

En qujo uniforme las u|t|mas dos variables en la ecuacién (2.56) ya
no cuentan, pues el canal debe ser primatico y el escurrimiento estacnonano
Por su parte el nimero de Froude sélo influye si se supera el valor Ifmite de
estabilidad, a partir del’ cual se desarrolian ondas superﬂuales [15]. Si se res-
tringe el anaIIS|s a valores menores que ese limite, puede desqartarse Fr ‘¢omo
variable (en rigor, debe exclu'irse, también, el entorno de valores alrededor del
régimen critico donde Fr= 1).En la préctica, en escurrimientos a alto ndme-
1o de Reynolds los cauces se comportan generalmente como hidraulicamente
rugosos (es decir, no existe una sub-capa Iimite laminar). En esta situacion C
se hace practicamente independiente del namero de Reynolds. La relacion

més S|mple utilizada entonces es la formula de Manning
c= B—if (2.58)
n,
donde R es el radio hidraulico y n el coeficiente de Manning, caracteristico
de la rugosidad de la superficie del cauce, que se encuentra tabulado [15, 17].
En escurrimientos gradualmente variados se acepta habitualmente

la siguiente hip6tesis [5, 19]:
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— EI coeficiente de Chezy (o el de Manning) en una seccion puede
aproximarse por el valor que tendria si el escurrimiento la atravesara con el
. mismo tirante y la misma velocidad, bajo condiciones de uniformidad. Esto sig-
nifica que se desprecian los efectos locales de la irregularidad del canal ©®) vy
los del grado de impermanencia {1/U.3T/3t)
~Su aplicacion en la practica ingenieril puede. consultarse en los ma-
nuales de Hidraulica de Canales [5, 20, 21].

Todas estas consideraciones valen, de acuerdo a lo dicho, para es-
currimientos a cauce fijo. Por cauce fijo se entiende no.sélo que su forma es
invariable, sino también que, en su_intera_cci.én con el fluido, puede ser consi-
derado como un sélido rigido. En canales con lecho de material suelto esta
Gltima condicién no se verifica, y si bien es comin en la. préactica ingenieril .
dispensafles de todos modos el mismo tratamiento, investigaciones recientes
'[2'2,_ 23] parecen confjimar que existen fuertes influencias de la naturaleza del
cauce sobre los efectos resistivos.

’ En escurrimientos gradualmente variados sin flujo fateral 1, =. |,
tal cual se hizo notar en el paragrafo 2.4. En consecuencia, de la ecuacién
(2.57) surge que ' :

== —9;— ’ ' ' (2.59)

ST C°R
donde C. se;calcula, entonces, de acuerdo a la formula de Manning, ecuacion
(2.58). . L

' En escurrimientos gradualmente variados con flujo lateral, las pen-

dientes de friccion y de energia ya no coinciden [24]; sino que estédn relaciona-
das a través de la ecuacion (2.54). Bajo estas condiciones es necesario analizar,
para cada caso particular, cual de las dos puede ser aproximada por la ecua-
cion (2.59). _
’ Si el flujo lateral es entrante (q <0) , ya sea por precipitacién o
debido al aporte de un escurrimiento lateral, la componente u_ de laveloci-
dad del flujo lateral en la direccion dei'escurrimientoes, en principio, conocida
(en general nula). Por otro lado, el proceso de mezcla producido por el encuen-
tro de los dos flujos, debe necesariamente aumentar la disipacién por sobre el
nivel que alcanzaria en una'si'tuac'ién de escurrimiento sin aporte lateral, para
Jos mismos valores de los tirantes [11, 17]. En cambio, es de esperar que la

|
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.variagién correspondiente de la tensién de corte sobre el cauce sea menor, al

" depender ésta sélo de la distribucion de velocidades en su vecindad [11]. Estas

,consideraciones llevan a la conclusién de que, en este caso particular, es con-

: vemente utilizar la Ecuacion de la Cantidad de Movimiento, con If expresada
por la ecuacion (2.59). '

' " En situaciones de flujo lateral saliente (g > 0) por divisién deI es-
currimiento (por ejemplo, a través de vertederos laterales), el proceso es, en
general, lo suficientemente suave como para suponer que el fluido que escapa
lleva consigo la misma altura de carga que posefa en el canal principal 11, 17}.
En cambio, es dificil determinar cual es su componente de velocidad [11]. Si,
adema’é, se admite é|ue la potencia disipada no es apreciablemente mayor que
da'producida en flujo locaimente uniforme (lo que no es evidente), puede utili-
‘ia'rséj la Ecuacién de la Energia, con I, expresada por la ecuacién (2.59).

_' S| el flujo lateral se produce por filtracidn (entrante o saI|ente) a
traves de la superfncle del cauce, puede considerarse que V=0 y' B =12

{11]. Ademds, es de esperar que el cuerpo principal del flujo no vea mayor-

" mente afectado respecto a la situacion de ausencia de filtraciones, por lo cual
" tampoco’ deberia variar apreciablemente la disipacion. En cambio, la tensién

. de corte debe verse afectada bor la variacion de velocidades en la vecindad del
: _ca'uce [11]. Nuevamente, entonces, es conveniente utilizar la Ecuacion de la
" Energfa, con 'I'e' dada por la ecuacion (2.59). '

» . En sintesis, y siguiendo una presentacién analoga a la de Strelkoff
(11] la Ecuacion''de Movimiento pafé flujo gradualmente variado puede escri-
'-blrse en termlnos de U yde z, ‘como

10U , UdU. 3z _ ulul :
st 9% T Tem T Pu . (2.60.2)

0, en términosde Q yde z,
’ 2 Lo
e, 20 Q@ Wy 0z gy QR (a60)
z . 0s . c2Q2Rr :

P

g.Q 6t L2

donde, en ambos casos, el término resistivo se ha expresado en forma tal que,
" -cualquiera sea el signo de U o de Q, produzca un efecto desacelerativo; ade-
as, Fr esta dado por la ecuaciéon (2.36)

2 1/2 ’
Fr ._=.( ETQ3 9 (2.36)
: gfd
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y los aportes dinamicos D_, y D _, del flujo lateral valen .

D, =0 D ,=0 para flujo lateral ,
nulo (q=10) (2.61.3)
. qu_ " para flujo lateral entrante
DL = §g (U—u.) D, =~ s por precipitacion o escu-
» . _ rrimiento lateral (q <0) (2.61.b)
b =0 ' D = — qQ para flujo lateral saliente
Lr L2 Q2 por vertedero lateral (q> 0) (2.61.¢)
qu _qQ G :
D = - D = —— para filtraciones (2.61.d)
L1 - 209 L2 292 .

‘Las ecuauones (2.60.a) 6 (2.60.b), junto con sus respectivas ecua-,'
ciones de continuidad, se denominan Ecuaciones de Saint Venant, y constitu--

yen las expresiones utilizadas en la préactica para el anélisis unidimensional del
escurrimiento en canales. ' '

2.6. Resefia sobre Métodos de Resolucién

Las Ecuaciones de Saint Ve‘nan‘t describen en forma unidimensional
un escurrimiento en régimen impermanente gradualmentev variado. Son casos
partlculares de esas ecuaciones: el régimen permanente gradualmente variado,
y el permanente uniforme, tal cual se esquematiza a contmuacnon [17]:

(19U % UBU , 3h uluy| :
A E A4 €2 -D : == : (2.60.
‘g5t Egas+as - P CcR " (2:60.9

g b BU3h+9§9' um] +qf+‘o =0 i (210

ot ds s ds

! Permanente - |
L Uniforme :

: : Permanente Gradualmente Variado

lmperrﬁanen te  Graduyalmente ' _Viriado
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" La Hidréulica de Canales de cauce rigido ha profundizado conti-
nuamente, desde Chezy .(1769) hasta el presente, el entendimiento del edcurri-
miento a rédimen permanente [5, 17]. Mas limitados, desde Ios puntos de vista
experimental, tebrico y practico, son los avances logrados en régimen imper-
manente, . ,

En el caso permanente es posible obtener, a partir de las ecuaciongs
(2.60.b) y (2.4), una expresion para la pendiente dz/ds del pelo de agua
. —i'ﬂ+(2qq+o>+d2 9—“}
cdz __ C20%R "\ 0% L2 g3 O],

= , (2.62)
ds . ' 1 — Fr :

donde e|\ segundo mlembro expresado en términos de la descarga Q , es ain
funC|on |mpl|C|ta de z atraves de Q RyC. Ademés, D Lo estadado por
las ecuaciones (2. 61) 4

En la ecuacion (2.62) aparecen explicitas las contnbuaones de la
'résistencia, el flujo lateral y 1a variacién de forma del canal, ademds de I3 sin-
gularidad  que se produce.en la seccion critica (Fr.= 1) . A partir de esa ecua-
cién es posible establecer una clasificacion de los tipos de perfnl ‘obtener
-solucmnes £n casos 5|mples Y desarrollar metodos de calculo numérico en
€asos mas complejos [15, 17] '

Particularizando la expresnon de DL2 , la ecuacuon (2 62) se des-

glosa en

L el @ _a_f_z]

: 2052 3 ds :
gz—= CWR 9. oz (2.62.a)
1S 1 — Fr2
para flujo Iateral nulo, _
_alal +_9_(29_u ) 4 92 99]
\ c202R Qg Q L Q3 0s
Z‘—f—:\ : - J z (2.62.b)
} 1 — Fr

para ﬂujd lateral entrante por precipitacién o escurrimiento lateral (9 < 0},
. . ‘
So__@lal | e@ | @ %9]
dz . C*QfR - Q% Q% Sz
ds .- 1 — Fr2

(2.62.c)

para flujo lateral saliente por vertederos laterales (q>0) Y
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dz C2Q2R 2 ng 03 os
== - d (2.62.d)
1 — Fr :

. 2' »
_@Qlal 394 , Q an]
Z

para filtraciones.

En su forma general, las Ecuaciones de Saint Venant se utilizan para
" estudiar fendmenos de traslacion de ondas en canales. A pesar de sus expresio-
nes relativamente simples, su resolucién matemética es compleja. Constituyen
un sistema hiperbélico de ecuaciones diferenciales (los cuales aparecen siempre

ligados a fendmenos de propagacion de ondas con velocidad finita) que, en con- .
secuencia, puede analizarse por el Método de las Curvas Caracteristicas [5, 17,

25, 26]. Este permite reconocer el tipo de condiciones iniciales y de contorno
que es necesario especificar para determinar 1a solucién, de acuerdo al régimen
de escurrimiento (subcritico o supercritico). Ademds, en base a €| se obtienen
‘solucio'nes explicitas en los pocos casos simples en que existen. ' )

v En los Ultimos afios se han dado algunos pasos hacia la obtencion
de iritegrales complétas de las Ecuaciones de Saint Venant [27]. No obstante,
el desarrollo de los métodos analiticos de resolucmn se ha v:sto relegado. frente
al avance de Ios métodos numéricos, complementados con Ia utilizacion de
computadoras " de alta velocidad y capac1dad de memoria. En este sentido, se
dispone de una variedad de tratamientos en base a la representacmn en diferen-
cias finitas de las propias Ecuaciones de Saint Venant [28, 29, 30], o bien de
sus Ecuaciones Caracteristicas [25, 31]. Es més, la aplicacién practica de estos
métodos, implementada en la forma de modelos matematicos de cursos de agua
naturales, ha dado lugar a formas indirectas de evaluacion del coeficiente de
“Chezy medio en cada tramo de discretizacion, denominadas-técnicas de “cali-
bracién'" del modelo [28].

2.7. Extensiones

Las situaciones préacticas que no se adaptan al modelo tedrico de
Saint Venant deberian ser tratadas, en principio, por medio de modelos més ge-
nerales. En este sentido se avanza en'el capitulo siguiente, todavia en base a un
analisis unidimensional. Nuevas posibilidades surgen a partir de 1os andlisis bi y
tridimensional. Sin embargo, a medida que au’ment_a el gradd de refinamiento
del modelo teérico; aumenta también la complejidad del método de resolucion.
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Es mas, hacen falta nuevos tipos de informacién, y en mayor cantidad. Precisa-
mente, lo que torna tan atractivas a las Ecuaciones de Saint Venant es su simpli-
cidad en este Gltimo aspecto. ‘ .

' Existen casos en les cuales las desviaciones respecto del modelo de

Saint Venant se mamflestan esencialmente, en delimitadas zonas del- escurrl-

miento. Si a éstas se las considera como “interfases’ entre regiones de flujo gra-
dualmente variado, es posible aun utilizar las Ecuaciones de Saint Venant, siem-
pre y cuando pueda dlsponerse de tratamlentos complementarios 'para ésas _
interfases.

El resalto hidrdulico es un caso. cldsico, En las regiones donde se
producen cambios de régimen subcritico a supercritico, o viceversa, las |{neas -
de corriente presentan fuertes ‘curvatt;lras y/o divergencias, invalidando una de’
las hipétesis del modelo de Saint Venant. Sin embargo, cuando la transicién
es abrupta (resalto hidraulico), es decir, se produce sobre una distancia mucho
menor que la escala de analisis unidimensjonal, puede interpretarse simplemen-

te como una discontinuidad (tantt; etr ¢l nivel como en la velocidad) sobre un
escurrimiento que, en lo que resta, es gradualmente variado (ver Figura 2.4.),

_UF

e - PERFIL FICTICIO

U, ' \ _——PERFIL REAL

U

ZONA DE TRANSKCION
'- Figura2.4; Esquematizacién del salto hidrdulico en un -
andlsts unidimensional (corte longitudinal}

. A estasingularidad-se la considera entonces como un “‘contorno interno”’, even-

tualmente moévil, a través del cual se verifican las siguientes Condiciones:

ISTLSANTANTINAON 7/
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U, —uQ
1771 272
U, =—s5——— (2.63)
F Q, -9,
g LR £ V2 '
IUI_U2| = '—QTSZ (Ql—ﬂz) (hlﬂlt"hzﬂz) ‘ (2.64)

donde los subindices 1 y 2 se refieren a las zonas de mayor (subcritico) y
- menor profundidad (supercritico), respectivamente; h es la profundidad del
centroide del area transversal £,y Ug ‘la velocidad del resalto.

' Otro caso de importancia practica lo constituyen los canales con
“doble perfil’’. Ellos presentan un cauce menar, continuamente anegado, y uno
rﬁayor, s6lo ocupado temporalmente (para las épocas de las crecidas en rios
naturales), tal cual se muestra en la Figura 2,5. En estas Gltimas circunstancias
pueden reconocerse, esencialmen’ée, dos situaciones; dependiendo de las pro-
fundidades respe'cto del cauce mayor (o valle de inundacion), cada una de las
cuales admite consideraciones distintas. ‘

l

I * CAUCE MAYOR

PROLONGACION
FICTICIA

CAUCE MENOR———m|

Figura 2.5, Canal con doble perfil (corte transversal)
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Cuando esas profundidades son pequefas se d|st|nguen en general
dos o tres zonas: una central y una.o dos laterales, cuyos I|m|tes son, aproxima-
damente la prolongacion ficticia del cauce menor (ver Figura 2 5.). Cada una
de ellas puede ser tratada como un escurrimiento gradualmente variado, con su
propia velocidad media, tirante hidrdulico y coeficiente de Chezy. Este ultimd
varia de una u otra regién no soélo debido a las distintas formas de seccion trans-
versal, sino también porque la rugosidad es generalmente mayor sobre. el valle
de inundacién. En la zona de trancisién entre los “e_scurrimientbs paralelos’,
se produce intercambio de fluido y, en consecuencia, de cantidad de moviniien-

“to'y de energia. Modelar este “‘contorno permeable’ es, sin duda, un problema
_ dificultoso, no existiendo hasta el momento un tratamiento general satisfacto-
“rio. Thirriot [32] ha pr0puesto una forma vdlida para los primeros estados de
inundacion.

Cuando {as prof'unldidades respecto del” ¢duce maybr son grandes,
el flujo de intercambio entre zonas se produce sin variacioneé apreciables en‘el
nivel de la superficie libre. Entonces, ya no és necesaria esa division del escurri-
miento, sino que puede tratarselo globalmente. Sin embargo, aiin debe modifi-
carse ligeramente el modelo de Saint Venant, descartando la hipétesis sobre
distribucién uniforme de velocidades Y, en consecuencia, introduciendo en la
Ecuaciéon de Movimiento el coefnuente ‘de distribucion de velocidades a o
B [17] (ver Capltulo 3).



CAPITULO 3

ECUACIONES UNIDIMENSIONALES GENERALES

L.as Ecuaciones. Unidimensionales Generales del escurrimiento en canales
se obtienen de las de Navier-Stokes. En flujos turbulentos, el primer paso de
este desarrollo consiste en hallar las ecuaciones que describen el movimiento
medio estadistico del fluido. Estas ultimas se denominan Ecuaciones de Rey-
nolds, y resultan de promediar las de Navier-Stokes sobre un intervalo de tiem-
po lo suficientemente grande como para incluir el pasaje a través de cada punto
de un numero de torbellinos estadisticamente significativo, pero a la vez lo
suficientemente pequefio como para exctwr Ia variacion gradual deI flujo
en el tiempo [2, 31].

Keulegan [8] fue. el prlmero (1942) en presentar un tratamiento de este
tipo, con la introduccion de hipétesis simplificativas respecto a los efectos
turbulentos. En 1969, Strelkoff [11] desarrollé una formulacién mucho mas
general y formalmente mas completa, donde se cuantificah, esencialmente,
todos los efectos de heterogeneidad, impermanencia y turbulencia. A partir
de entonces se incluyeron en varios trabajos tratamientos similares [12, 24,
34], o incluso ain maés generales, como el de Yen [13], que presenta ecuacio- .
nes para un fluido compresible y heterogéneo sobre un cauce erosionable, 0

. el de lwasa [14], que brinda expresiones en un sistema general de coordena-

das curvilineas ovrtégonales. :

En este Capu’fulo se formulan las Ecuaciones Unidimensionales Generales _
a partir de las de Reynolds, para lo cual se ha adoptado una linea. de trabajo
similar a la de Strelkoff [11]. En el primer pardgrafo (3 1) se establece el
. planteo matematico bésico. En el 'sequndo paragrafo (3.2.) se obtiene la Ecua-
C|on de Continuidad. En el tercero (3.2) se desarrolla una expresién formal
para una distribucion arbitraria de presiones, la cual se utiliza en los dos-para-
grafos siguientes (3.4.-35.), donde se obtienen las Ecuaciones de la Cantidad
de Movimiento \Y% EneArgn',a, re;_pectiVamente. Finalmente, en el ultimo pardgrafo

133(
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(3.6.) se efectan acotaciones sobre algunos de los parametros que figuran en
aguellas ecuaciones.

3.1.- Planteo Bdsico

Antes de introducir las ecuaciones de partida, es necesario explicar
la notacion adoptada. Se utiliza, en general, la notacién tensorial: X; » €on el
subindice i variando entre 1 y 3, son las coordenadas cartesianas de un pun-
to de la masa fiuida; U, la componente en la direccién x; dé la velocidad; etc.
La repeticion de subindices en un mismo término significa sumatoria sobre los
tres valores posibles. Donde es conveniente, por razones de claridad, se recurre.
a la notacion ““explicita’’; por ejemplo, se utilizan los simbolos u , V, W para
fas componentes de la velocidad segun Xy s Xg 4 X3 , respectivamente, etc.

3.1.1. Ecuaciones Puntuales

El flujo turbulento puede desglosarse en un flujo medio es-
tadlstlco y en otro. fluctuante cuya media es nula. Por sencillez de notacion,
las varlables que describen al flujo medio se las deno_ta en lo que sigue sin adita-
mento alguno; por ejemplo, u; esla velocidad medid en la direccidn X; . Por su
parte, se afiade una tilde a la correspondiente componente fluctuante, u; . En-
tonces, las ecuaciones de,continuidad, cantidad de movimiento y energia para
todo punto del escurrimiento son, respectivamente 2, 33

i)ul
—)? =0 ] 3.1)
du  au . au :
| T _ % 9 R e
P P E T T T T axj(“ Bx, ”“1“1) 3.2)

3 [v? o [va . ap ) 3 [ W\
;oat(z)“"/ouJ axj<2)—-U,5-x—i+pU,g, -+u,a—xj Ma—xj—pulu] (3.3)

donde p y M son la densidad y fa viscosidad del fluido, respectivamente; p la
Ipresi(')n; g, la componente i de la aceleracidn de la gravedad‘; V el mddulo
del vector velocidad, de componentes u;

En las Ecuaciones (3 2) y (3.3) se observa que el efecto neto
de la turbulencia sobre el flujo medio se condensa en un solo término, que de-



Planteo Baésico . 35

sempefia un papel analogo al de las tensiones viscosas. Precisamente, los produc-

’ ’ N
tos —pujuj se conocen como tensiones de Reynolds, y se los agrupa con las an-
teriores bajo la denominacion global de tensiones de deformacidn 7., . Es decir

ji
. aul .
=M 3);* puluj ‘ (3.4)

Por otra parte, las componentes de la aceleracién de la gra-
vedad g, pueden escribirse como

9, = 95~ S (3.5)

donde § esla coordenada, vertical, positiva hacia arriba.

Utilizando las Ecuaciones (3.4) y (3.5), las Ecuaciones (3.2)

y (3.3) se transforman en :

1 du u; du ' or
_tada__98 fp 1%
-9 ot + g axJ ,axl ('y + §> + ¥ ax] _ (3.6)
at (29), oy 3, <Zg> T ox, <7 + ¢ +7$(J— (3.7)

donde v = pg , es el peso especifico del Iiquido.

3.1.2, Ecuaciones Integrales

Las Ecuaciones (3.1), (3,6) y (3.7) pueden ser integradas so-
bre un volumen ¥ (t) arbitrario, mévil y continuamente deformable, siempre
lleno de fluido. La transformacion de las expresiones asi obtenidas en ecuacio-
nes aptas para ser aplicadas.en problemas de escurrimiento en canales, requiere

" la utilizacién de algunas relaciones matematicas que se exponen a continuacion,

- 'Teorema de Gauss [35]

donde Fj es una funcién vectorial continua y derivable del espacio (aqui el
tiempo es un_paré'metro), A es la superficie que encierra el volumen ¥ ,y
n, es el versor normal exteriora A . '

__'dv=/ FodA 13.8.2)
R _



36 Ecuaciones Unidimensionales Generales

-— Corolario del Teorema dé Gauss [35]

f ——dV /A fnydA ' o (5.8.b)

donde f es una funcion escalar continua y derivable del espacio.

. — Teoremageneral del transporte [1]
o ., _d r . : : -
Ju Frai Al [« fdv — /A fwynyaa (3.9)
donde f ahora debe ser también una funcién escalar continuay derivable del
tiempo,y w, es la velocidad local de la superficie A . '

— |dentidad vectorial [35]

' oF
[ _ of Kk ‘
5— (fF) = F, —axj + f—-—ax . . (3.10)

A continuacion se procede, entonces -a tran!sformar las ecua-
C|ones puntuales de continuidad, cantidad de movimiento y energia.
La ecuacuon de contmuudad Ecuacton (3.1), mtegrada sobre
el volumen X(t) resultaen
ou

i
—dv =
,[V aX' . 0

que, utilizando (3.8.a), se transforma en

/ undA = 0 (3.11)
A B .
Por otra parte, si en (3.9) seelige f= 1, surge
— f ‘wndA = 0 (3.12)
A . . .

Sumando miembro a miembro las Ecuaciones (3.11) y (3.12)
se obtiene la ecuacion de continuidad en su forma integral

Lt f gmwinan =0 (3.13)

_ La Ecuacion (3. 13) expresa que la variacion del volumen
¥ se debe al flujo de fluido a través de su superficie, la cual se mueve con

velocidad W .

La ecuacién puntual de la cantidad de movimiento, Ecua-

cioén (3.6), integrada sobre el volumen M(t) resultaen
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Lf a“ld;_kl'/u-’aid\,: j a.—-+§‘dv-;-f3idv 3.14)
g-/y Ot gy lax ‘ x % Vax, (3.14)
' La transformacion de fa Ecuacién (3.14)término a termmo
se hace como sigue. Para el prlmero se ut|||za (3. 9) obtemendose '

o [t ]
gdt dV- p Au]wndA (3.15)

. Haciendo uso de la identidad vectorial (3 10) y de la Ecua-
cion (3.1), el sequndo término se transforma en

1] v =1 [
uj B, v g Jv Bx, (U, up) dv

y aplicando '(3.8.a) se llega a
' ' ~=_—1f uundA " (3.16)
9 Jp i

El primer término -del segundo miembro de la Ecuacnon

(3.14), utilizando (3.8.b), puede escribirse como

‘_“f 2 (_g 4 f) A = _f(9_+. f) n dA ' 3.17)°

Para el segundo término se hace uso de (3.8.a), obtemendose '

k- f fA A . I (3.18)

Reemplazando tas Ecuaciones (3.15) a (3.18) en la Ecuacién
(3 14) se obtlené la ecuacion de la cantidad de movimiento en su forma integral

g—at— udy + = fu(u w)ndA-——_[(—+§'>ndA+ f J”dA(319)

El primer miembro de la Ecuacién (3.19) representa la varia-
cién temporal de la cantldad de movimiento en la direccién x contenida den-
tro de ¥, mas la perdlda por el flujo de cantidad de movnmlento a través de su
superf|c1e (todo dividido por +). Para interpretar adecuadamente el primer tér-

mino de} sequndo m|embro de'la Ecuacién’ (3. 19), conviene advertir que la dis-
tribucion de presuones puede ser desglosada en dos partes [1]: una parte — ¢

que equilibra exactamente a la fuerza gravitoria por unidad de masa (Ecuacion
(3.5)), v la otra, pr , que prov'ene exclusivamente del movimiemto del fluido.
Es decir, : . A

p==9+p, S - (3.20)
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Sobre cada partlcula flulda entonces, la presion efectiva es
Slendo asi, el primer término del segundo miembro de ia ecuacion (3 19)
representa la fuerza neta de presmn que actua sobre el contorno de ¥, en la
. direccién X; - Por su parte, el ‘segundo term_mo de ese mismo miembro consti-
tuye la componente segin x; , de la fuerza resultante de la accion de las ten-
siones de deformacion sobre la superficie A (todo este miembfo aparece divi-
dido, tamblen por 7).

La ecuacion puntual de la energla Ecuac10n (3. 7) lntegrada

sobre el volumen ¥(t) resultaen

8 [v? 9 [v?
/v E(_Z-g—) dy + [4 u, 5— ( 29) dv = |
- _ ) 1 i
= [,, u, Bx( + §) ¢+ fv u 5 A% (3.21)

|
La transformacion del primer miembro es analoga a la reali-
zada sobre el de la Ecuacion (3.14)', por lo que se obtiene

a [v?\ / v? '
+ = = =
/ at< >dV- u, X,< ¥ dv = |
_ E—f R L +f% (u, —w,) n,dA (3.22)
dt 29 A 9” ) : :

El primer término del segundo miembro tiene una estructura
andloga al Gltimo del' miembro anterior, por lo que su transformacion resulta en

e e N o _ ‘

——i’/; u, a—rl <— + §> dv = —f( + §) u;n,dA | (3.23)
El segundo término,utilizando (3. 10)y(3 8. a) se conv1erte en

1 oy ._ 1 1 o ’

7[ u, ax d¥ f u':”njdA 7[ “ ax dv (3.24) ‘

R_eemplazando las Ecuaciones (3.22) a (3.24) en la Ecuacién '
(3.21) se obtiene la ecuacion de la energl'a'en su(for_mq integral.

d ‘ V
¥ f A=
AR )n

| =_f <—+§>undA +—f ndA-—-i[‘:“-g;I dv -_“(3.25')
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El primer miemlbro de la Ecuacién (3.25)~ representa la varia--
cion de la energia cinética contenida dentro del volumen . ¥ , rhés la pérdida
" por el flujo de energia cinética a través de su superficie (siempre salvo el factof
v'1). De acuerdo a la Ecuacion (3.20), el primer término del segqndo' miembro
de la Ecuacion (3.25) representa el trabajo efectivo de las presiones sobre la su-
perficie A . Por su parte, el segundo término constituye el trabajo de las tensio-
" nes de deformacion sobre esa misma superficie. No todo este trabajo contribu-
ye al aumento de energia cinética; en efecto, una parte, denominada trabajo -
disipativo, produce una deformacion pura de la masa fluida [1]. Precisamente,
es el trabajo disipativo el que aparece restado al final de la Ecuacién (3.25). ' A

Un simple agregado a la Ecuacién (3. 25)' conduce a una ex-
presion cuya mterpretacnon es quizds més directa. Teniendo en cuenta que
= 0,y utilizando (3.9), se obtiene

= [ &
0= .ot v

f{d\ﬁ ffwndA | . l(.“3.26)>

Restando mlembro a mlembro Ias Ecuaciones (3.25) y (3. 26)

6t

il

Yy reordenando se lleqa a o :
L4 <—+§>d¥+[(—+§)(u w)ndA
dt Jy
o p 1 1[ du, o
= __IA 2 unan +_;fA e = =), 5;, v (3:27)

v  La Ecuacién (3.2'7) expresa que la variacién de la energia
mecanica (cinética mas potencial)‘covntenida'den'tro de ¥, mas la pérdida por
el flujo de energia mecénica a través de su superﬁue es igual al trabajo de las
fuerzas exteriores (excluida la gravedad) sobre esa superfme menos la energia
perdida por disipacion. '

3.2, Ecuacién de Continu‘/'ddd |

" lLa a’dabtacic’m de las Etuaciones (3.13), (3.19) y (3.25) a los pro-
blemas de escurrimiento en canales, se realiza adoptando un volumen 8%(t)
* andlogo al utilizado en el tratamiento que,:se _’prese.nt'a' en el capitulo anterior.
Es deéif, una “fod,aja" tran.évérsal ala coordenada s del fondo en'la direccién
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del escurrimiento, de espesor infinitesimal - 8s , con las secciones transversales
extremas fijas, y la superficie lateral en parte fija coincidiendo con el cauce,
y en parte movii coincidiendo con la superficie libre (Véase Figura 2.1.).

La velocidad ! de los contornos de 8% satisface, entonces, las
condiciones siguientes: la superficie libre'puede ser pensada eventualmente, co-
mo el area de contacto entre el escurrimiento y el fluido en precipitacion (o en
evaporac:lon) sobre ella, la condicién de contorino cinematica se expresa como

i _

. u—w)ny = 1y l oo - (3.28a)

donde i es. la |nten5|dad de prec4p|taC|on l < 0 en el caso de evaporacién
Hs) s p

y elI el versor en su dlrecuon de |nCIdenC|a Por su parte en las superficies

restantes se cumple ‘que o ; N
' “w, =0 ' - ' (3.28.b)

Si bien la expresion general de la ecuacion de continuidad ha sido
deducida rigurosamente en eI paragrafo 2. 1 es Util reobtenerla a partir de la
Ecuac1on (3.13)

+ f(u —w,)n dA =0 ' (313)

para ilustrar el procedlmlento a utilizar con las Ecuauones (3 19) y (3 25).
El primer término de la Ecuacién (3.13) puede escribirse como

@ o 00
o =8 (3.29)

donde Ja igualdad es valida a primer orden en 8s, orden de aproximacion que

se conserva en lo que sigue.

En cuanto al término integral de la Ecuacion (3. 13) la aplacacnon

de las Ecuaciones (3.28) resulta en

/ (v, -—w)ndA j ujnde +f dJanQ -
Qs +85) Q(s)

||e ndA + un,dA , (3.30)
up libre s F ~sup.cauce

Se define el caudal Q(s, t) a través de la seccion transversal $2(s, t)

como

4

donde e} esel versor en la direccién s Utilizande (3.31), y teniendo en cuenta

Qs t) = ’/S;ulejsdﬂ:'/; uiQ o @331)

~
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que en las secc10nes Q(s + 8s) y §(s) vale = J. respectlvamente, los dos
primeros términos del segundo miembro de la Ecuacion (3 30) se trarfsforman en

f . ujn]d.Q +_/ ulnldﬂ = Qs +8$.t) — Qs, 1) = 9q 8s (3.32),
Q(s +85) Q(s) ds .

Si se define la intensidad media de precipitacién iy enuna seccion

como

'Tsl (s, ) E%— /b= . i;sI e?' n coclb()sl (3.33)
déonde b es la coordenada transversal tangente a la superficie libre, Gsl' (b) el
angulo de mclmamon de la normal a la superficie libre respecto del plano nor-
mal al eje s,y B ladistancia horizontal entre orillas (Véase Figura 3.1.), el

tercer término del segundo miembro de la Ecuacion (3.30) se escribe como

- i e'ndA = —T7 BSs (3.34)
sup.libre st sl '

~EI GItimo término de la Ecuacion (3.30) puede ser descompuesto,
eventUaImente, en la suma de dos integrales; una sobre el cauce propiamente di-
c'ho,‘y otra sobre la superficie imaginaria que divide al flujo principal de un-es-
currimiento lateral, superficial o encauzado, tal cual se muestra en la Figura
3.1, Sobre el cauce propiamente dicho se cumple que
; upny = g e?c n . (3.35)
donde iy, es la intensidad de infiltracion (positiva si es una pérdida) y e]?c el
versor en su direccién de incidencia, por lo cual el término en cuestion se trans-

forma en
f ujn, dA =[ icen dA + [un dA - (3.36)

sup.cauce : cauce prop.dicho esc |atera|
Definiendo en cada seccidén la intensudad media de infiltracion TSC

y el flujo entrante del escurrimiento lateral q, por unidad de longitud, respec-
tivamente; como ' ’ '

— = L =X di '
i (s8) = = [ X; i ef®n, b, (3.37)
=X, di '
) = — 1 . :
9 (1) f| =0 UM cos 0. (3.38)

donde 1, es la coordenada transversal tangente al cauce (Véase Figura 3.1), y
(I) el angulo de inclinacién de la normal ala superflcte ‘del cauce. respecto
del plano normal al eje s, la Ecuacuon (3. 36) se convnerte en
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/’ undA = (B —q)8s - (3.39)
5

. Uup.cauce .
Finalmente, reemplazando las Ecuaciones (3.32), (3.34) y (3.39) en
la Ecuacion (3.30), y ésta, junto con la Ecuacion (3.29), en la Ecuacién (3.13);
dividiendo por §s ; i tomando |imite para 8s— 0,y reordenando, se obtlene la
Ecuacion de Contmuldad para escurrlmlento en canales
a—sﬁ+%=(§—')a+ql» (3.40)
La dnica diferencia entre las Ecuaciones (2 4) y (3 40) reside en
que, en ésta ultlma el aporte lateral aparece desglosado en sus tres formas po-
sibles de contr;bucnon

a="lig—i)B—aq - (341)

escurrimiento
lateral B

)

precipitacion

Figura 3.1. Aportes laterales

3.3, Andlisis de la Distribucién de Presiones

La componente en la direccién de la corriente de la ecuacion inte-
gral de la cantidad de movimiento Ecuacion (3.19), da Iugar>a una de las ecua-
ciones umdlmen5|onales bésicas. En ella aparece un término de contribucién de
las presiones. Para su evaluacmn se requiere previamente analizar la das’mbucmn
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de presiones en el seno del escurrimiento. Esto puede llevarse a cabo en base a
la informacidn suministrada por el balance de la cantidad de movimiento en las
direcciones fransversales al flujp, tal cual se muestra en lo que sigue.

Ante todo, es necesario definir un sistema de coordenadas. Sea un
sistema localmente cartesiano en cada seccidn transversal (Véase Figura 3.2.);
un eje- s' tangentea s yen su mismo sentido; otro eje 1 sobre el plano verti-
cal que contiene a s,y apuntando desde el fondo hacia la superficie libre; y un
tercero 'E , formando una terna inversa con los anteriores. Donde se utilice no-
tacion tensorial, se haré la identificacion Xp =5, X = £, x3=17. Ademas,
dado .que en el anélisis del flujo en una seccion transversal losejes s y s’ son
indistinguibles, en adelante se hara referencia exclusivamente al eje s .

%

Figura 3.2, Sistema de Coordenadas local, en cada seccién transversal

Las Ecuaciones (3.6) segiin 1, £ pueden escribirse, en una mezcla
. de notacién tensorial y explicita, como _

_Q_}_)_ -.__,la'ﬁa 1 ow , Y ow
an (7 * §>W vy 9\ g o * 3 % ) (3.42.2)
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or, o S
O fp\ 1 h2 [1ov 1 dv _
5% (7> = x _<g ar T ; ax}) | (3.42.b)

donde v = Uy , 'W=uy Yy, ademas, se ha tenido en cuenta que 9§/0= 0 .En -
el caso particular de flujo Iammar permanente y unlforme las Ecuauones
(3. 42) se reducen a

331_1. (% + §> = 0 ‘ (3.43.a)
2 ( B )= o (3.4$.b)
0t \ v .

-Estas ecuaciones admiten una integracion directa. En efecto, consi-
derando nulas las tensiones de deformacion en la superficie libre [11], y tenien-
do en cuenta que .

: C(sm) = neosd + z, ' . (3.44)
donde z, (s) es la altura del fondo respecto de un plano horizontal de refe-
rencia, y 0(s) el 'éngulo de inclinacion del eje s respeéto de ese mismo plano
(Véase Figura 3.3.), la Ecuacion (3.43.a) resulta en

Plsimé&t) = v —n)cosd , (3.45)
donde gl (s, £, t) es la coordenada 7 de ia superficie libre. [La Ecuacién (3.45)
constituye la ley de distribucién hidrostatica de presiones. Por su parte, la
Ecuacion (3.43.b) expresa que las Iineas isobéricas (resultantes de la intersec-
cion de las superficies isobéricas y el plano transversal al escurrimiento ‘en cada
seccion) son horizontales. En particular, la superficie “lib're {p = 0) esta niveia-
da en cada seccion transversal, es decir
= (st - (3.46) -

En el caso de flujo turbulento, permanente y uniforme sobre un cau-
ce hidraulicamente liso, la presién es hidrostatica sobre las paredes. No obstan-
te, en principio, pueden producirse desviaciones en el'seno de la corriente res-
pecto de una ley hidrostatica por la influencia de las tensiones de deformacion.

En situaciones generales de escurrimiento con la turbulencia total-
mentg' desarrollada (que son los casos en consideracidn), las tensiones viscosas
son pequefias frente a las de Reynolds. En estas condiciones Keulegan [8, 9] y
Strélkoff [11] han realizado analisis acerca de la influencia de-las ténsiones de
Reynolds sobre la distribucién de presiones. De ellos y la experiencia [36, 37,
38] surge que, eh la practica, esa mfluenCIa puede ser generalmente despreua—‘
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Nivel de referencia

. Figura 3.3. Magnitudes geométricas

_da. Entonces, en los segundos miembros de las Ecuaciones (3.42), las princi-
pales contribuciones pueden provenir de las componentes transversales de
la aceleracion. ' '

En base a todas estas consideraciones, puede tomarse como refe-
rencia el caso de flujo permanente y uniforme, cuya distribucion de presiones
viene dada por tas Ecuaciones (3.45) y (3.46), y expresar formalmente la so-
jucién de la Ecuacion (3.42) en un caso practico general como

pis,m&t) =y —mcosd + py (3.47)
dgnde p, (s,m, & t),en contraposicion con el término que le antecede (de
tipo “hidrostatico’), puede denominarse ‘‘presion dindmica”.

En las situaciones en que la componente de la aceleracion segin
1 sea pequena frente a la aceleracion de la gravedad, la Ecuacion (3.42.a) pue-
de redu "irse en primera aproximacion a la Ecuacion (3.43.a); es decif, la dis-
tribucién de presiones debe ser esencialmente hidrostatica.

' P, =0 (3.48)
y la Ecuacion (3.47) se reduce a.la Ecuacion (3.45). Por su parte, en los casos
en que las componentes de la aceleracion segun & sea pequedia frente a g,

la Ecuacion (3.42.b) puede aproximarse por la Ecuacién (3.43.b); es decir. la
superficie libre debe estar esencialmente nivelada en cada seccion transversal;
vale entonces la Ecuacion (3.46), . =M (s, t) . Como en el caso general pg
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y nli son incégnitas cuy'a determinacic’)nlv requiere tratamientos complementa-
rios, es util establecer un criterio préctico para reconocer las situaciones en las
cdale_s se verifican aproximadamente las Ecuaciones (3.46) y (3.48). Esto es lo
que se intenta esbozar en lo que resta de este punto, con el agregado de que
también se obtiene un criterio practico de determinacién del grado de un|d|-
reccionalidad del flujo. X
En primer lugar, considérese un escurrimiento permanente. Cada

seccion transversal al flujo puede pensarse como atravesada por una infinidad
de lineas de corriente las cuales forman diversos angulos con la normal al pla-
no de dicha seccién. Tanto la componente de la aceleracion en la direccion
de cada linea de corriente como Ia normal ‘a ella contribuyen, entonces, a
determinar las componentes de la aceleracién transversales al escurrimiento
(Vease Figura 3.4.).

direccion

transversal

Componente [
transversal de la *---::,—;—.

aceleracion 1"

Linea de
corriente

Figura 3.4, Contribuctones a la aceleracién transversal.

Sea- n la coordenada normal (local) a una linea de corriente, que
pasa por su centro de curvatura. (local) -y apunta hacia él. La componente
a, de Ia aceleracmn segun ese eje puede expresarse como [39] -

a, = L L ey
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donde r, es-el radio de curvatura local (Véase Figura 3.5.). Sea m la coorde-
nada longitudinal, es decir, tangente a la linea de corrienfte. Si am' es la compo-
nente de la aceleracidon segun m ,y 8V -la variacion de la velocidad a lo largo
de un-segmento 8m de la.linea de corriente, puede escribirse, en el limite

cuando &m tiende a cero [39]

v
ay =V 5 (3.50)

i)

Figura 3.5, Aceleracién normal a una linea de corriente

sV
81

Teniendo en cuenta que el escurrimiento es permanente, la descar-
ga debe ser constante a través de un filamento de corriente de seccion transver-
sal elemental” w(m) que contiene a la Iinea de corriente en cuestion. Esto de-
termina que, a primer orden en w , valga (Véase Figura' 3.6.)

' T 5 (Vw) = Véw + wdV =0 : (3.51)
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donde dw eslavariacion deI area elemental w a lo largo de 8m De la Ecua-
cién (3. 51) surge, en el Iimite cuando w y 8m tienden a cero, que

g—;{ = —r—\’f (3.52)
o N
donde . 1 B :
L= —tim, ((; 37??) | (3.53)

es el valor local de la variacidn relativa, por unidad de longitud, de la seccion
transversal del filamento de corriente, y constituye una medida del grado de
convergencia del flujo (si es negativo existe divergencia). Reemptazando la
Ecuacion (3.52) en la Ecuacidn (3.50) se obtiene :

_ V2
a, = (3.54)
m

que es una expresion formalmente andloga a la Ecuacién (3.49).

w(m+«8&m)

V(m + 8m) = V(m) + 8V

w(h +0m) =w(m)+ dw

Figura 3.6. Aceleracion transversal a una linea de corriente
L De acuerdo a lo dicho, en cada punto.de una’seccién transversal
)
tanto a, como a, contribuiran a determinar las componentes transversales
dg la aceleracmn Por simple inspeccion de las Ecuaciones (3. 49) y (3 54) se.
o

\

serva entonces que esas componentes seran tanto menores cuanto més g_ran-,.’} ‘
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des sean M Y Iy oies decir, cuanto mas chicas sean la é_urvatura,y la conver-
gencia de las Iineas de corriente, aproximandose a una situacion de flujo gra-

dualmente variado.

Ahora bien, en el tratamiento un|d|men5|onal de un escurrlmiento :

éste es considerado como un filamento de corrlente Esto significa que la es-
cala de andlisis es, en general, significativamente mayor que las dpmensmnes
transversales del. flujo. De ello’ se desprenden dos consecuencias.. En primer
lugar, sélo es necesario conocer la distribucién. de presiones con una resolu-
cion “gruesa” (mds rigurosamente, sélo interesan las componentes de mayor
_!ongitud de onda de su espectro). En. consecuencia, también puéde ser '‘grue-

a" la escala de resolucion de las companentes transversales de la'aceleraci()'n
En segundo lugar, es posible definir una- magnltud representatlva del’ grado
de convergencia del escurrlmlento en Cada seccion en analog|a con la Ecua-
cion (3.53), es decir..

1 082 . ) .
RS TR (3.55)

De acuerdo a la Ecuacion (3.55) |Rm| puede interpretarse como el
orden de magnitud de la distancia a lo largo de 1a corriente sobre la cual se pro-
ducen variaciones significativas de sus caracteristicas, por lo cual se lo denomi-

“naréd “radio de variacion”. En general, la.escala de analisis debe ser, a lo sumo,
del mismo orden que el radio de variacién.

" En base a estas con5|deraC|ones pueden ‘establecerse las siguientes
conclu5|ones Sea L una distancia transversal tipica en la zona de estudio. Para
que el escurrimiento sea esencialmente unidireccional, y en consecuenua el
analnsns unidimensional sea significativo, debe verjficarse que ’le> L.En
estos casos, adoptando una escala de resolucion gruesa segun las secciones trans-

' versales, la componente transversal de la aceleracion en cada punto puede con-
siderarse igual a la componente normal a la linea de corriente que pasa por ese
punto. Es decir que viene dada, directamente por la Ecuacion (3.49). Entonces,
las Ecuaciones (3.46) y (3.48) han de verificarse tanto mejor cuanto menor sea

-la curvatura, Es decir, si R_ .es un radio de curvatura tipico en la zona de es-

n
tudlo cuando R > L.

Si esta ‘Gltima condicién no se verlflca en la proporcion requerida,
pueden realizarse correcciones "“a primer orden* para Py Y o , tal cual mues-
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tran Ven Te Chow [5, pag. 31] y Henderson [17, pag. 251]. .

Considérese ahora un escurrimiento impermanente. El concepto de
radio de variacién, definido por la Ecuacion (3.55), constituye aln en este caso
un criterio adecuado para medir instantdneamente la convergencia del flujo. En-
tonces, si en cada instante se verifica que Ile > L, el escurrimiento es cuasi-
paralelo y el andlisis.unidimensional significativo. Es maés, la componente trans-
versal de la aceleracién coincide esencialmente con la componente normal a la
Ilnea de corriente, la cual puede expresarse, teniendo en cuenta la parte local
y la convectiva (Ecuacion (3.49)), como

ou v2

n ) -
W T e T .o B8

donde u, es la componente normal de la velocidad (que en el instante t es
nula). Entonces, para que puedan considerarse validas las Ecuaciones (3.46) y
(3.48) no so6lo debe verificarse que R, > L, sino también que t, > U, /g,
donde t; esun tiempo tipico de variacién y U, unavelocidad tipica de flujo.

) 4. Ecuacién de la Cantidad de Movimiento

La Ecuacion (3.19) para la coordenada s puede escribirse como

1 d 1 —
;dTLudV +Ej;u(u‘—w,)njdﬁ\— ;

' ey VT . )
= P s
= -A(;+§~%y—> ndA + f( n +1'nsnn)dA B

Si se elige como volumen de integracion la “rodaja 8V definida
-en el paragrafo 3.2. pueden realizarse las siguientes transformaciones, vélidas
a prlmer ordenen §s . ' E -

EI prlmer término del primer mlembro de la Ecuacnon (3.57) se

l—d—fucw
g dt Sy

donde el reemplazo del signo de derivacion total por pargial respecto del tiem-

conwerte en
' 0

IR

3s Cowd (3.58)
g £2(s) :

‘o Q)'
-+

po se hace a los efectos de explicitar que s se mantiene constante. De acuerdo
a (3.31) y a la Ecuacién (2.7), la Ecuacion (3.58) se escribe
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14 L b5 @ o
g q N = T @

L Bs (o U a2
= 5 (Q 3t + u 3t ) 4 (3.59)

El segundo término de la Ecuacion (3.57), utilizando las Ecuacio-
nes. (3.28) y (3.35), se transforma en .
sl db

Lt mwinn = L fuman ~Lf o B [ o o
(s +8s) Q(s) sup.| cos s
di : [
+ ——/w n — +-—-8s[uun d (3.60) .
s¢ J cosf Il cosf_ = ..
cauce.prop. dlcho esc.iateral .

Los dos 'primeros términos del segundo mlembro de la Ecuacién

(3.60) dan
: —f v%dQ — lf 2d9~—— -——f TEr T : . (3.61)
s +45) Q(s) Q) -

Se deflne el coeficiente [3 de dlstrlbucmn de velomdades o coefs-

" uente de Boussinesq, como

B(s,t) = 1L T (3.62)

u3Q “q .

Este coeficiente es unitario si la distribucion de velocidades en cada-
seccion es unifarme. _ ]
Utilizando (3.62), la Ecuacién (3. 61) se convierte en

wldQ — [ w20 = 3 (8Qu)
o g as
Q(s+55s) £2(s) . ) -
_ bl o [aLEQf% I
=gt al3 (%) +<L 2 (3.63)

Se definen las velocidades medias de los aportes laterales en la direc-
cion del escurrimiento, de la siguiente manera

Ty = 7 B/ i€’ b casg , (3.64.2)
: sI” “sup.libre ) .
. | . ose __dl : .
Ye = TBJ) “se®i™ cost (3.64.b)

SC “tauce prop.Hicho sc

1 : dl ' .
u = — uu.n . (3.64.c)
L 1 [7]
qLés/c.lateraI cos sc
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Reemplazando en la Ecuacion (3.60), de acuerdo a la Ecuacion
(3.63) y a las definiciones (3.64), se obtiene

lg-f'u(uj-—wj)-n]dA = —[ﬁw S+ Q—(ﬁ—-—)

PRIV _ﬁ_ — == —
) + u sc'scB —u,i B —uaq (3.65)
El primer termlno del sequndo miembro de la Ecuacion (3. 57) pue-

de transformarse, aplicando (3.8.b), en

([P - [ 2 _ T
L(Ees-)nn =2 s ) o

. ) Po Tss A
= —Ss_fn 3s (nl cosf + z + Y — 7>d9. (3.66)

donde, en la Gltima igualdad, se han reemplazado las Ecuaciones (3.45) y (3.44).
Puede definirse la “profundidad medfa de flujo”” h como

h(s,t) = s'}ij;"l o - (3.67)

* A su vez, a partir de (3.67) puede definii'se en forma implicita un
coeficiente K (s, t) de distribucion de presiones, a través de la relacion

2 =1 [0
3 (Kh cos ) = 9 /ﬂ 35 (‘nl cos 8) d§2 . (3.68)

Este coeficiente es unitario si la aceleracion transversat segiin £ es
despreciable, pues en ese caso se verifica la Ecuacion (3.46).

También pueden definirse implicitamente un valor medio (p_) de:
la “presion dinamica'’, y otro ¢r,.) de la tension de deformacion normal en la

direccion del escurrimiento, como
op

9 1 . %

S by = o fn s 0 . (3.69)
- or '

9 . s

o w =g fn S dQ  (3.70)

Si la aceleracidn transversal segin 1 es despreciable, se cumple la
Ecuamon (3.48), por lo cual {p,) = 0.

Reemplazando (3.68), (3.69) v (3.70) en la Ecuacion (3. 66) y uti-
lizando la definicion (2.14) de pendiente de fondo | , se obtiene
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Q8s [— b5 (thosG)' +

|
=~
P
R
+
e
|
N
".3
o
>
114

o " g (e F Py @) _ (3.71)

Finalmente, la Gltima integral de la Ecuacion (3. 57) se anula sobre:
las secciones transversales extremas de 6V, donde n =t e] , y también sobre
la superficie I|bre donde se supuso que se anulaban Ias tensiones de deforma-
¢ion. Sélo contrlbuye, entonces, la superficie del cauce (incluido el cauce ima-
ginaﬁo que separa el escurrimiento principal y Iateral)- es decir-

7f(gs,5+r n)dA"‘—/(Ess n,) cosd(', | (3:72)

sup.cauce

Se defme el valor medio en una seccion de la tensnon de corte sobre

Ia superficie del cauce, en la direccion s | como.
— dl
T = — = 'r N
o X/ ( 71) cosB

sup. cauce

- (3.73)

donde el signo menos proviene del hecho de que n; es la normal exterior a

AVAN Utllrzando (3.73), la Ecuaaon (3.72) se transforma en

)
[ (g +7,n,) dA = — 75— X _ (3.74)

Reemplazando término a término de la Ecuacion (3.57), de acuerdo
a las Ecuaciones (3.59), (3.65), (3.71) y (3.74); dividiendo por £8s ;{omando
el Iimite para &8s = O , y reordenando, se obtiene la expresidn general de la
Ecuacién de la Cantidad de Movimiento

10 12 6_ _ o 1l _g 3,30

3 ot + = 5 s (B > ) + (thosB) i, + R gﬂ_[ gu F u t +
T u? 3 ' )
+u i B—ug i B + quLJ - E—a% 7a @, )—— —(pD) (3.75)

donde R és el rad.io hidraulico. Restando miembto a ‘mlembro las Ecuaciones
(3.75) y (3.40) de Continuidad, esta Gltima multiplicada previamente por

2
<—-§ + hcosf + z°> , se obtiene

19u |, 3 [, u? ' N
s Bt +§$—<6-2? +khcos€>— 1, +l = _ﬁ[' B(U—u, )—i, BU—u,)—
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Ul 19 139 '
~ 29 s 7 as (r.,) — Y B (py? (3.76)

donde se ha mtroducldo la definicién (2.32) de pendiente de friccion.
’ Si el escurrimiento es unidireccional, y la distribucién de veloci-
dades en cada seccién transversal es uniforme (8 = 1) ; si la distribucién de
presiones es hidrostéticé “(Pp = 0) , y la superficie libre esta nivelada en cada
seccidn (K ='1) ; si la pendiente del fondo es pequefia (cos 8 = 1) , y los
gradientes de las tensiones medias normales de deformacion (contribucién no
d|5|pat|va de la turbulencia) son despreciables frente a los gradientes de presio-
nes, la Ecuacién (3.76) se reduce a
-15%%- ggg‘+g—z-—lo+lf'=

= o [RBL-E) - E-i) - g -] e
que solo difiere de la Ecuacidn (2.33) por el hecho de haber considerado tres
tipos distintos de aporte lateral.

—a u—i)—(-1u 32

3.5.  Ecuacién de la Energia -

La Ecuacion (3.‘25)

d v?2 v2

—— e, + —_— —_— =

dt [,, 29 ¥ /:\ 2g W) ndA
ou

o )
= _f (; +§‘)u ndA += fu,r“nldA fVT” W‘“ (3.25)

puede trabajarse de manera anéloga a lo realizado con la Ecuacion de la Canti-
dad de Movimiento.

El primer término del primer miembro puede escribirse como

2 _ _
d v -
m fv 2y ¥ = 2 3 fv dQ .‘ (3.78)

Se define el coeficiente 'Bo de dlstr|buuo‘n de velocidades como

Bols ) = G;—g Ve | (3.79)
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Este coefncnente comcnde con B en todas las secciones donde el es-
currimiento es unidireccional. _ .
-Utilizando (3.79), la Ecuacion (3.78) se convierte en

d v?2 _ & 2
_E{V_—Z_gdv_ZQHt(aQU) |
‘ - 9B B
o O QU LU To 4 7o 30 :
_ga[ﬁo at+2<at+ﬂat>]" _(3.80)

La transformacion del segundo término de la Ecuacion (3.25) es
anéloga a la del término respectivo en la Ecuacién (3.57). Entonces

v2 2 ' oSt db
— (uy—w)ndA = — ( fVudQ—j. i n
y W ndA ) I ]
A “Zg . s _ sup.libre, cosYsi
sc_° dl ~odl .
+ V2- t1 . _lf V2 .
f 'sc®1" Cos 0, YN Cos 0, (3.81)

cauce prop.dicho esc.lateral
Se define el coeficiente « de distribucion de velocidades, o coefi-

ciente de Coriolis, como

a(s,t) = wiQ ) (3.82)

Este coeficiente es unitario en tddas las secciones donde el escurri-
miento es unidireccional y la distribucién de velocidades uniforme. ‘
" Se definen, ademas, las velocidades cuadraticas medias de los apor-
tes laterales, de la siguiente manera '

_ ' : 172
v, E( == [ V& etn — ) (3.83)
: sL " sup.tibre sl _ :
=L 2 ey —dl_\?
Vsc_ = ( B Vv e - cos 8 ] ) (3.84)
¢ Cauce prop. dlcho : sc

I w Nve o
v, ( / Viun, o ) (3.85)

q
L esc.lateral

Reemplazando (é 82), (3.83), (3. 84) y (3. 85) en la Ecuacuon (3.81)
se obtiene

v?2 » 8s 0Q ) l
J% a=winaa =% [auz Liad @+

+ Vi B —V_ i B— quL] (3.86)
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i}

.. El'primer término del segundo miembro de la Ecuacién (3.25) pue-
de escribirse como ‘

o p '
_f(—+§>undA ] [%A(ﬂlcose tz, +$) ud2 +

Po. © db : Pp dl
+ C — —— + [/} — —
f <"7l cosb +z + 7) uny s N f meosl +z + Y upny == osc
sup.libre cauce prop.dicho
.. Pp dl '
-i:[ Q]I cosf +z o+ 7) un, —c—(—);o— ‘ . (3.87)
esc.lateral - E

_donde se han utilizado las Ecuaciones (3 45) y (3.44).
Se define el coeficiente K, ‘de distribucién de p‘r,esi'ones como.

y = - - :
Ky () = 33 /;nludﬂ (3.88)

Este coeficiente es unitario si la aceleracién transversal segin § es

despreciable. Se define, ademés un valor medio { Po “)1 de la “‘presion dina-

mica’’.como ) o
. " Apph = pru a0 - (3.89)

Este valor medio es nulo si la aceleracion transversal segin n es
despreciable. Con las definiciones (3.88) y (3.89) el primer término del corche-
te de la Ecuacion (3.87) se transforma en

0 Pp e il (pp )
e ﬂ(17,1:0519 +z, + —7—>u aQ = E[(thcos? +z, + 5 Q

_ 13 BPRLIATE o (eph)aa
—Q[as <K‘1hc050+ - )— IOJ +<K1hcos(9v+bz°+ x5 (3.90)

El segundo término del corchete en la Ecuacion (3.87) puede escri-

birse,' de acuerdo a la Ecuacién {3.28.a), como

0 Po ‘—Q‘- cos 8 +z‘ +'p—D wn, 90—
f Moot 2, T ) U cosa,. f "( y ) "™ Cosa

sup.libre : " sup.libre.
‘ . Po db '
— ) — 1 sl
f énpcosd +z, + v R vy o - (3.91)
sup.lidre ' §
Reconociendo que - '
_db 1Y)
T Tar 92
MM cose, T Tt S (392)

sup.libre
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pueden definirse los coeficientes K, y K, de disfr‘ibucién de preéiones como

) — db :
Ky sit) = h asz/atf MWy Cos 9, . (3.93)
sup.libre .
. . . db :
K. (s, 1) = f n i 2 (3.94)
3 fup.libre’ l cosf,

los cuales son unitarios si la aceleracion transversal segin { es despreciable.
Ademés, pueden definirse los valores medios {p, ), y {p, ), de la *presion
dindmica” como '

oY = e/ Povin cose (3.99)
. sup.libre
1 db .
(pp)y = =% Ppig & n (3.96)
3 i D sl l ]
I B sup.libre : cos 05

que se anulan si la aceleracion transversal segiin 71 es despreciable. Utilizando
las definiciones '(3,93) a (3.96), la Ecuacion (3.91) se transforma en

; Po db ' AN
(nlcoso +z, +—7—) ujn, W =<K2hcoso +z, +—_-—;y——-—_ T

sup.'libre

(pp s \ __ ‘
— K3hcos¢9 +»z0 + - i B . (3.97)
Anélogas consideraciones admiten los dos Gltimos términos del cor-
chete en.la Ecuacion (3.87). Se definen los coeficientes K, 'y K, de distri-

bucion de presiones como

1 dl
K, (s,1) = —= f n i__e®n (3.98)
4 . . o
h ‘SCB Tauce p!fo;?dlcho' cos 050
- 1 dl
K5 (s, t) = h a nl ujnj_ cos asc (3.99)
esc.lateral

que son unitarios si n = h en el respectivo dominio de integracién. Se defi-
nen, ademds, los valores medios (p, ), vy (pg )
como

s de la “‘presion dindmica”

= 1 eS¢ i
{Pply = i—ﬁ,/- pD <% " Cos 6,
S¢ Zauce prop.dicho sc

(3.100)

esc. lateral

(pD = ———/ PO, Cosa : ’ (3.101)
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‘\I
que se arfulan si la distribucién de presiones es hidrostatica en el respectivo do-
minio de integracién. Utilizando la.Ecuacion (3.35) y las definiciones (3.98) y
(3.100), el tercer término del-corchete en la Ecuacion (3.87) se transforma en

Pp di (pp Y.
f(‘nl cosf + z +-——> uny —&,—;—6— =<K4h cosf +z + Y i,.B (3.102)

cauce prop.dicho

mientras que el Gltimo termmo del corchete, con las definiciones (3. 99) y
(3. 101) se convierte en

p v (p.? .
n|c050+z +—-B>un _d =__<K hcos 0 +z, + :5>q|_ (3.103)

¥/ Vi ocosf
esc.lateral

» Reemplazando las Ecuaciones (3.90), (3. 97) (3 102) y (3.103) en
la Ecuacion (3.87) se obtiene

: l {p,’ _ '
p . 0 D1 )
—'[A (—7 + §> undA = ds 3 Q| - (th cosf + o ) =1 f+

{pp )y (pp )y
+(K1hcose +z, + : ) g? +<K2hcosﬂ +zy + ?y g? —_

, {pp s\ pg s \ _
—(Kshcosﬂ+zo+ :3 i B + K4héosﬂ+z°+ :4” i,B —

' {pp s . -
— Kshc_o50:+ z, + K" q, (3.104)

El segundo término del segundo miembro de la Ecuaciéon (3.25),

puede escribirse como

1 o 85 (0 db
v /“nTu"JdA v (as /Q“;"sldﬂ +f " cos

sup.libre
-lf CRAUR —d__ R (3.105)
cos 0 G co s 0., ) .

Cauce prop dlcho "sC /e:sc lateral

El pr|mer término del paréntesis en la Ecuauon (3. 105) puede des-
componerse en’

? 3 |
v nu|'rs|d.Q glif ur, dQ + f(w + wr, )dﬂ} (3.106)

Pueden definirse un valor medlo 'rss de la tension de deformacion
normal en la direccion del escurrimiento, y otro W del trabajo de las tensio-
nes de corte sobre la seccion £, en la siguiente forma
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L

a n'rssudsz < ' (3.107)

T () =
Wis, t) = jﬂ(vrsz +wr )R | 3109
Utilizando (3.107) y (3.108), la Ecuacion (3.106) se convierte en

i) 0 =
= [nurdﬂ = 5 (a7, + W)

s 1"sl
—Qf‘-i+"‘99—+-£w- | (3.109)
h " 0s 5s Bs as : )

El segundo término del paréntesis en la Ecuacién (3.105) se anula,
-f)or haberse considerado..nulas las tensiones de deformacion en la superficie
Iibfe. El tercer término puede transformarse conyenientemente si se rota lo;
calmente el sistema de ej'es coordehados,-de forma tal que uno de ellos, n ,>
coincida con la direccion de la normal n, . En tal caso, puéde escribirse como

di : dl - - dl -
_— = —_—F —_— .
uI"ilnl cos § un’rnn cos 8 (ulfnl)l #n cosf (3.110)
cauce prop.dicho cauce prop.dicho s¢ cauce prop.dicho s¢

Se pueden definir un valor medio 7, de la tensién de deforma-

~¢ién normal en la direccién n Y otro W_n del trabajo de las tensiones de

corte sobre gl cauce, de la siguiente manera

—_ _ .1 . sc. dl__
Tt = iB _[ Tan'se®; i cos 0 : (3'11.1)
- . sc— -fauce prop.dicho se
oW, = _a Gz
“os (s t) _f (u'T“‘)' #n cosf ’

zauce prop.dicho

Utilizando {(3.111) y (3.4112_), fa Ecuacion (3.110) se convierte en

u7Tn dl
) W) cos 6 nn'sc S
cauce prop.dicho

' El Gltimo término del paréntesis en la Ecuacion (3.105) admite
una transformacion analoga al anterior, si tambiémn se procede a una rotacion
local del sistema de ejes hasta que uno de ellos, m , coincida con la direc-
cion de n; . Definiendo, entonces un valor medio 'Fn:'r‘n de la tension de de-

formacion normal en la direccion d'e n, ,;y otro Wm

del trabajo de las ten-
I ' :

B+ ' C (3.113)
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[y

siones de corte sobre el cauce |mag|nar|o que separa el escurrimiento princi-
paly el lateral, de acuerdo a las relaciones
dl

Tm &t = — —/ TamYm osp (3.114)
sC
esc. lateral
W - '
m dl .
- (s 1) Ef (b)) (3.115)
_as esc.lateral ‘I A m cos osc )
el término en cuestién puede escribirse como
oW -
dl J— m
uz,n, v L (3.116)

‘ esc.lateral ' )
Reemplazando en fa Ecuacion (3.105), de acuerdo a las Ecuaciones
(3.109), (3.113)y (3.116), se obtiene

. o7 W
¥ Ja NIV

v ds s 0s s
L ow, . W,
+ T nlscB + 35— mmlL + s (3.117)

- Finalmente, el Gltimo término de la Ecuacidn (3.25) representa, tal
cual se vid, la energia disipada. Si € (s, t) esla densidad media.por unidad de
volumen de la potencia disipada en una seccidn, es decir

u ) .
et = ¢ [nr” 5o 4 . (3.118).
]
,dicho término se transforma en' ‘
& 8s ‘ o
7 f T, 5; dv -—.—7— AT - (3.119)

' Reemplazando termino a término de la Ecuacion (3.25), de acuerdo
a las Ecuaciones (3.80), (3. 86), (3.104), (3.117) y (3.119); dividiendo por
Q$s ; tomando el Iimite para 8s -0,y reordenando se obtiene la expresmn
general de la Ecuacién de la Energla ’

60 oU 1 . €
Fo 0U 2 _ -
s ot + 35 0. (aU®) + — (K hcos()) I, + U

1 U2 RS AT
Q,: (a 29 + Kjhcosf +z_o_ + y 3

' u? (pD o
_<30 29-1_-th050+2 + 7)at+
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v {p.? S
+ sl_} + D ‘3 —_— -
( 29 Kahcos() + z, + p” i B —

\/ ) ' (p; ).>
sc D4 )| —=
i - . A . - i
| ( 29 + K4hc050 + z, + i B+

' W OW oW
+ Wi ( Tss as + Tnn'scB T Tam% + '35' + ?s + 3s ) (3.120)

. Restando miembro a miembro las Ecuaciones (3.120) y (3. 40) de

2
Contmwdad esta ultlma multiplicada prevuamente por (—;—J-g— +h cos 6 +z,
" se obtlene

ﬁ 2 . o
-———L—'+a a9—+those -1+ =
g B Os 2g o e

. —2 o .
u \ pg 2y | -
= 1 — _ — P A e
i 2 29) + (1—K )hcosB Y ]ISCB
U2 ‘ {pp )y
[( 2 + (1—K, )hcos@ - Y s|_B -

' (py? o
) D’'s .
— I:(_é.g_ _-—éa->+ (1—K )hc050 — ~ Jql_ +.

. 2 ' {p,?
+[— (@—1) %; + (1— K hcosd — — 1]6@:

N ’Y ——a_s._ +
+—(ﬁ—1)—Lf+(1—K)h o - Pollanf
° 29 2 cos . 7 at
u 9%, 1 9 . T—s; '
T 29 ot T oy 8 (pphy + Y Os * .
o - W oW
1 {— 2Q _— J— oW n m
+ 'Y—Q <Tss a_s + Tnn'scB = Tam + —5—5_ + 0s + 0s )" (3.121)

»_dohde se ha introducido la defini¢ion (2.49) de pendiente de energia. .

Si el escurrimiento es unidireccional y la distribucién de velocidades
en cada seccion transversal uniforme (8, = o= 1) ;si la distribucion de presio-
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" nes es hidrostética ({pg ), =¢{py ), ={py ) = 0) vy lasuperficie libre estd
nivelada en cada seccién (K; = K, = K, = 0) ;s'i la pendiente del fondo es
pequefia (cos 8 = 1), vy si los efectos no disipativos de la turbulencia son des-
preciables, la Ecuacion (3.121) se reduce a '

U , U dU |, dh

1
=& 29 L
g ot g'as+as o
2 :

+ 1
S e

Teniendo en cuenta que

(o |

K;h +——;‘— = h_ ‘ (3.123) -
(ppls - : ’

Kgh +—— = = : (3.124)

donde h ..y h_ son las alturas piezométricas de los respectivos aportes late-
rales respecto del fondo, la Ecuacion (3.122) sélo difiere de la Ecuacion (2.50)
"en que aparecen desglosadas las cohtribucjones dindmicas de los flujos laterales.

3.6. Algunas Consideraciones Complementarias

Las Ecuaciones Unidimensionales Generales de Continuidad, Canti-

“dad de Movimiento y Energia aparecen en el Apéndice |, juntio al resto de las

féormulas desarrolladas en el texto. Algunos aspectos de esas ecuaciones mere-
cen un comentario adicional. ' .

En primer lugar, debe tenerse en cuenta que lo usual es medir valo-

res medios de las intensidades de precipitacion e infiltracion, (isl_ Y e (iSc y,

.sobre superficies horizontales. Al disp|o»ner solo de este tipo de datos, deben su-

ponerse intensidades .uniformes, eventualmente funciones del tiempo, con di-

" recciones verticales de incildenéia. Admitiendo esta hipotesis, el primer miem-

bro de la Ecuacién (3.34) no es més que el producto del valor uniforme de la

intensidad de precipitacion (i, ), por el drea éfétt_iVa que le presenta la su-

perficie libre, es decir ' ;

-,
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_—f 'sl_ej'.'n]'dA = —(i, )5 8scos @ . (3.125)
sup.libre
De las Ecuaciones (3 34) y (3.125) surge que
: i sL Ycos @ ) (3.126)
Por analogia, resulta '
i:; = (isc)cose v (3-127)

Reemplazando en la Ecuacion (3.41), de acuerdo a las Ecuaciones
(3.126) y (3.127), se obtiene

=((i y = iy ))Ecoso—q,_ ' _ (3.128)
que es la expresion utilizada en la practica [34]. Por su parte, si se toma
D's'l_ = u_s; = 0, lo cual es admisible habitualmente, las contribuciones dinédmi-
cas de ambos aportes laterales en la Ecuacion (3.76) se. transforma en

i BU—U ) — i i BU—u,) ‘=( (i, ) — (g .)) BU cos § "(3.129)

Si, ademas, se consideran desprecaables las velomdades cuadraticas
medias de precipitacion y de infiltracion frente a Ia velocidad media de! flujo,
y se admite una superficie libre enteramente ‘nivelada en cada secciéon y una
distribucion hldrostat|ca de presiones:en las superficies de contacto con las
masas fluidas que precipita y que se: infiltra, las contribuciones dindmicas de
ambos aportes en la Ecuazuon (3.121), se convierten en

2 \7 {p )
[(-l;—g = 2 >+ (1—K, )hcosﬂ - = Jn
' v | (py )
u? Pp /3 —
—[(Eg_ ~ 2 >+ (1— 3)hcos() - ] i B =

. u? . .
= ( Cige » — Cigy. ))' 2 Bcosf - v ' (3.130)

En segundo lugar, puede obtenerse una relacion interesante entre

" coeficientes de distribucion de velocidades, para el caso de un escurrimiento
gradualmente variado. Teniendo en cuenta que V2 = u? | puede escribirse

B, =p=1+-5 f (— 1)2dsz ‘ (3.131.a)
@1 +% fn (ﬁ ) a0 +— f ( 1>3dﬂ (3.131.)

El integrando del Gltimo término de la Ecuacion (3.131.b) es no
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s6lo siempre més pequefio en médulo que el del término anterior, sino también
de signo cambiante a través de una seccion. Si se desprecia este término frente
al anterior, se obtiene la simple relacidon
. ' (@—1) = 3 (8—1) . (3.132)
que pone de manifiesto que, en general, la correccidn involucrada en o« es
aproximadamente tres veces mayor que la de B . En cursos de agua naturales
B abarca un rango de valores que va desde 1.05 hasta 1.33, aproximadamen-
te [5]. Para estimar valores tipicos de « y B en un.rio de la Cuenca del Plata
se utilizaron datos de distribucion de velocidades tomados sobre el Rio Patana,
a la altura del Tdne! Subfluvial ‘“Hernandarias’. Se obtuvo
‘ ' 8 = 112
, @ = 1.35 (3.133)
que verifican con buena.aproximacion a la Ecuacién (3.132).
Finalmente, puede observarse que en el caso de escurrimiento uni-
forme (sin flujo lateral), la Ecuacién (3.76) se reduce a
I, =1 ’ . - (3.134)

f o

que expresa, simplemente, la igtjxaldad entre la fuerza resistiva.y la compo-
nente de la fuerza gravitatoria causante del movimiento. Por su p;;rte, la Ecua-
cién (3.121) da ' o

' =1 : (3.135)
que expresa. que la energia potencial berdida por la masa liquida es enteramen-
te disipada. De las Ecuacione; (3.134) y (3.135) surge

=1, : . ) (3.136)

es decir, que la igualdad entre las pendientes de friccion y de energfa es estricta-
mente valida si el escurrimiento es uniforme.



‘CAPITULO 4

ECUACION DE CONVECCION - DIFUSION

La Ecuacion de Movimiento (2.60.a),

Lo, vy, 02 UL : (2.60.2)

g ot g 0Os ds C2R L1 . .
representa, bésicamente, el equilibrio entre las fuerzas de inercié, “motora”
(peso y presiones) y resistiva. A velocidades de flujo suficientemente bajas
estas fuerzas contribuyen de manera niuy. desproporcionada al balance, resul-
tando, en general, la de inercia mucho menor qué las restantes. Si ésto se tiene
en cuenta explicitamente, puede reducwse el sistema de dos ecuaciones de
Saint Venant a una sola ecuacion. (denommada de Conveccmn D|fu$|on)
cuya resolucién resulta més accesible. Esta 5|mpllflcaC|on es la que se desa-
rrolla en el primer paragrafo (4. 1) de este capltulo En eI segundp (4.2},
como complemento del anterlor, 'se discute brevemente s_obre la posibilidad
de despreciar la difusion-en determinadas circunstancias.

4.1. Ondas Difusivas

Para comparar el orden de magmtud de las contnbucrones de los
distintos términos de las Ecuac1ones de Salnt Venant es conveniente proceder
primero a adimensionalizarfas. Para ello ‘deben considerarse valores tipicos o
‘‘escalas’’ de las prlnmpales magnltudes que caracterizan al escurrimiento. Estas -
se denotaran en Io que sigue con una ‘barra sobre la respectiva variable. Sean
U SZ t , S, g, las escalas para la veloudad media de flujo, la seccidn trans-
versal, el perlodo y la longitud de la onda, y la descarga lateral por unidad de
longitud, respectlvamente Las magnitudes admomensmnales que se: denotaran
con una tilde, se definen en la forma natural U'=U/0, Q' = Q/ﬂ etc. Si
se introducen las variables adimensionales en la Ecuacion de Continuidad,
Ecuacién (2.4) se obtiene, tras un simpie paso algabraico

.)65(
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LI 2 1 SO
s TGt or TYI=0 (4-1)

donde se ha considerado que Q = U2 y, ademds, se ha definido
v = —U‘%— (4.2)
que. puede interpretarse como la escala del flujo lateral relativa a la de la descar-
ga del escurrimiento principal. Si ¥ es pequefio los dos términos restantes
deben ser del mismo orden de magnitud. Entonces, puede establecerse la si-
guiente relacion
__?_
Ut
con lo cual la Ecuacion (4.1) se reduce a
Q| WY | g

s’ ot
donde, eventualmente, puede descartarse el Gltimo término. El proceso andlogo

= 1 (4.3)

=0 (4.4)

en la Ecuacion de Movimiento puede llevarse a cabo partiendo de una expre-
sion algo distinta de la Ecuacion (2.60.a)

LU, uau,
g ot ‘g 3 s

la cual se obtiene, simplemente, utilizando la Ecuacién-(2.13) y la definicién

. L2 —
— |0 + fFUlu| = DL1 (4.5)

siguiente del “*factor de friccion’ f
1
CR1/2
Si se introduce, ademds de las escalas anteriores, h, E y T.yse

t.= (4.6)

tienen en cuenta las Ecuaciones (2.61), la Ecuacion (4.5) se transforma en

U ?...EJ_' E ' aU' E @.’ T F2:9202( 11 = E"— ’ K
gov T Vi Ty Tl T RUTULI= g by, @
Reordenando la Ecuacion (4.7), y utilizando las Ecuaciones (4.2)

y (4.3), se obtiene

’2 ai ’ _(?.Li' ‘_ ) ) _al’ ) -2 ..Eﬁ 200 =
o e( e w YD, )+ e 55 o+t = PAUU =0 (4.8)
donde
o = U/(gh)/? O (49.)
€ = h/sT (4.9.b) .

son el nimero de Froude y un valor tipico de la pendiente de la onda relativa



Ondas Difusivas ' 67

a la del fondo [17, pag. 377], respectivamente. Este (ltimo pardmetro da una
medida de la abruptuosidad (‘‘steepness’’) de la onda. "

Si ¢ es lo suficientemente pequefio (como sucede en muchas si-
tuaciones précticas) puede despreciarse la contribucion de los términos inercia-
les en la Ecuacion (4.8). En estos casos los dos Gltimos términos suelen ser del
mismo orden de magnitud, por lo cual puede establecerse la relacion

o= =1 ' (4.10)

La contribucion del término restante, € dh'/ds’ , depende de la si-
tuacion particular. En canales con pendientes suficientemente débiles (por
ejemplo, en rios de lianura), puede alcanzar un orden de magnitud cercano’
a la unidad. En cambio, en canales con pendientes relativamente mayores
(perokal'm jo suficientemente pequefias como para no invalidar el tratamiento)
€ <1 [17]. A titulo de ejemplo se presentan estimaciones de escalas en un tipi-
co rio de llanura: et Rio Parana. Los valores son

U = 1m/seg . .8 = 10*m?
h=1om 7= 10° seg?/m? (4.11.2)
qUe determinan, de acuerdo a la Ecuacion (4.9.a), 02 = 102 , Para una cre-
cida tipica, cuya rama ascendente se produce en algo més de diez dias,
t = 10° seg. De las Ecuaciones (4.3) y (4.10) surgen
o =.10°m
= 103 : (4.11.b)

ol

con los cuales puede calcularse ¢, tal cual se defini»c’) en la Ecyacién (4.9.b),
que resulta igual a 1 (uno) . Notese que se necesitaria una crecida extraordi-
naria de s6lo unos pocos dias (t = 10° seq) Ppara bajar el orden de magnitud
de € a 1071,

De las Ecuaciones (4.8) y (4.10) surge que el valor absoluto de la
descarga viene dado por ’

- . ) , 1/2 '
Q= ?— (I' — € _a_r:_) + 0 (0%¢) 4.12)

donde O (02€) engloba a los términos cuyo orden de magnitud es d’e.,y
mide el orden de aproximacion dado por el primer término. Se se deriva la
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Ecuacién (4.12) respecto del tiempo, se utiliza la Ecuacion (4.4) y se consi-
dera que B= ﬁ/ﬁ , se obtiene
L @ @ oy @e. B[ 1fd@
ot T g (.1 B aw) 3 ( ah) as,'[ (a' + ‘I’q”
: 2{r —e —
‘ A ¥
Q (. & of ' 2
-3 (1 o ah') ¥q + 0 (o%) (4.13)
En los casos en que ¥ <1 yen los cuales B’ varia muy lentamen-
te a lo largo del canal

1 9B 3%q/ as?
B as| <|da/ds

la Ecuacidn (4.13), aproximada a O (02¢) , $e transforma en

QQ' ' .a_Q.' = ' .._azQ’ .
Yy + ¢ 3. A 502 (4.14)}
. que es'una ecuacion de conveccion-difusidon para el caudal, con una velocidad

de conveccion

P < A (L VL B
o ¢ E=Eq (1 B ah') . (4.15.a)
y un coeficiente de difusion .
A= Qe ' _ (4.15.b)

28' (I, — €dn'/ds’)

El problema se reduce entonces a resolver la Ecuacién (4. 14) que
es una ecuacion diferencial -de tipo parabdlico (lo cual es compatible con la
hipétesis ¢ = 0 , es decir, que la velocidad relativa de propagacion del fenome-
no es infinita) para la variable Q" . Sus soluciones representan ‘‘ondas difusi-

as"”, denominacion que se'les asigna para’ diferénciarlas de las “'andas -dindmi-
as’', las cuales verifican las ecuaciones completas de Saint Venant. o

En realidad, en la Ecuacion (4.14) no ha sido eliminada totalmen-
te la presencia de la variable h’ , como surge de las Ecuaciones (4.15). Por lo
tanto, su aplicacién a una situacion particuldr requiere un proceso previo de .
“calibracion’. Entre las técnicas desarrolladas se encuentran el método de "'di-
fusion lineal” [5], el “no lineal’” [40], y el de “‘pardmetros variables' [40, 41].

Las expresmnes dlmen5|onales de Ias Ecuaciones (4 14) y (4.15) son

%—-?-Fcaa—??A% . (4.16)
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=Q - 5 of
c = Q (1 Bf ah) (4.17.a)

m (4.17.b)

4.2. Ondas Cinematicas

La Ecuacion (4.15.b) =smestra que el coeficiente de difusion A’ es
tanto menor cuanto menor.4% € , es decir, cuanto mas “‘achatada’ es la onda.
En el Iimite cuando c#~U la difusion desaparece y la Ecuacion (4.14) se redu-
ce a una simple es4®icidon de conveccion.

KL I [c A :
50 T e =0 : (4.18)

dgnaeb ¢’ se expresa en la Ecuacion (4.15.a).-Las soluciones de la Ecuacion
14.18) representan a las denominadas “‘ondas cineméticas’, las cuales se carac-
terizan porque se propagan sin atenuacién [17]. Entonces, si bien las ondas
cinematicas pueden considerarse como la represehtacién del escurrimiento en
primera aproximacion cuando ¢°, € <1, sélo son capaces de describir el mo-
vimiento del ‘“‘cuerpo principal’’ del flujo, pues no pueden dar cuenta de los
cambios resultantes del efecto acumulativo de la difusion.
La expresion dimensional de la Ecuacion (4.18) es

2q 9Q . o
5 T ¢ =0 - (4.19)

donde ¢ estd dado por la Ecuacion (4.17.a).
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NOMENCLATURA

A : superficie cerrada que contiene a ¥

B : longitud de la curva interseccidn entre la superficie libre y la seccién

transversal

B : distancia horizontal entre oril‘las, transversal al escurrimiento
C :

: coeficiente de Chezy
Fr : namero de Froude :
H : altura total de carga del escurrimiento principal
H_: altura total de carga del flujo lateral
I-: pendiente de la superficie libre
1, : pendiente del fondo del cauce
1, ¢ pendiente de energia

l. : pendiente de friccidn

f

KK : coeficientes de distribucion de presiones (i = 1,2, ...

Q : caudal o descarga

R : radio hidraulico

Re : nGmero de Reynolds

T : tirante hidraulico

U : velocidad media de flujo
UF
V : moédulo del vector velog:idad"u|

: velocidad del resalto hidraulico moévil

\ : médulo de la velocidad del flujo iateral

V., : modulo de la velocidad media de precipitacion

V,. : modulo de la velocidad media de infiltracién

V_ : modulo de la velocidad media del escurrimiento lateral

¥ : volumen de fluido

')

W : trabajo de las tensiones de corte sobre la seccion transversal €2

Wn : trabajo de las tensiones de corte sobre el cauce

W, : trabajo de fas tensiones de corte sobre el escurrimiento lateral

b : coordenada transversal tangente a la superficie libre

e]s : versor en la direccion s

)73(
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ejsc . versor en la direccion de infiltracion

sk
¢ v
g : modulo de la aceleracion de la gravedad

. versor en la direccion de precipitacion

g, : componentes de la aceleracion de {a gravedad
h : profundidad media de fiujo
h: profundidad del centroide de la seccion transversal Q
: altura piezométrica del flujo lateral respecto del fondo
;- intensidad de prevci‘pitacibn
: intensidad de infiltracién
, (i ) : valores medios de intensidad de precipitacion
i (| ) : valores medios de intensidad de infiltracién
1: coordenada transversal tangente al cauce
: coeficiente de Manning

n
n : versor normal a A
p: presion

Py ¢ presion dindmica

(py ?,{pg ), : valores medios de presion dindmica (i = 1 2,..,5)
q : descarga lateral (saliente) por unidad de longitud

q, : aporte de volumen del escurrimiento lateral, por unidad de longitud

s : coordenada en la direccion del escurrimiento

t: tiempo ‘

u componentes del campo de velocidades.

u=u,: componente segiin s del campo de velocidades

u componente segiin s de la velocidad del flujo lateral

G' : componente media segun s de la velocidad de precipitacién»
ii : componente media segun s de la velocidad media de infiltracion
GL : componente media segiin s de la velocidad del escurrimiento laterai
v=u, : componente segin ¢ del campo de velocidades

W= Uyl componente segun 7 del campo de veloc1dades

v, ! veIocndad local de la superficie A

X, =5

x, = &

X, =7

z : altura de la superficie libre respecto de un plano horizontal de referencia
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z_ : altura del fondo del cauce respecto de un plano horizontal de referencia

z,_ : altura piezométrica del flujo lateral respecto de un plano horizontal de
referencia

o,B,B, : coeficientes de distribucion de velocidades

v : peso especifico de fluido

€, * valor medio sobre una seccidn de la potencia disipada por unidad de
volumen

¢ ¢ coordenada vertical con sentido hacia arriba

n : eje coordenado normal a s, perteneciente al plano vertical que pasa por el

fondo del cauce y que apunta desde el fondo hacia la superficie libre

n, : coordenada n de la superficie libre

6 : angulo de inclinacion del eje s respecto de un plano horizontal

GSL : dngulo de inclinacion de la normal a la superficie libre respecto del plano
normal al eje s

8. : dngulo de inclinacion de la normal a la superficie del cauce respecto del.
plano normal al eje s

M : viscosidad dindmica del fluido

£ : eje coordenado que forma una terna inversa con s y n

p : densidad de masa del fluido

7, + componentes del tensor de las tensiones de deformacién

7, : valor medio en una seccién de la tensién de corte sobre la superficie del*

cauce

(7.0 ,"Fss : valores medios de la tension de deformacion normal en la direc-

cion s
;';n: valor medio de la tension de deformacion normal en la direccién normal
a la superficie del cauce '
7m m  valor medio de la tension de deformacién normal en la direccién normal
a la superficie de separacion entre el escurrimiento principal y el lateral
X : perimetro mojado

£2 : &rea de la seccidn transversal al escurrimiento






APENDICE |

RESUMEN DE FORMULAS:

Se presenta aqui el résumen de los diversos. sistemas de ecuaciones que,
con distinto grado de generalidad, describen un escurrimiento a cauce fijo. En
el primer pardgrafo (1.1.) se muestran las Ecuaciones Unidimensionales Genera-
les; en el segundo (l.2.) las de Saint Venant; y en el tercero (1.3.) la de Con-

veccion-Difusion.
I.1. Ecuaciones Unidimensionales Generales
a) Ecuacién de Continuidad
9Q R - ==, —
—é; + Frile ('sL—'sc)B + a_ (1.1)

b) Ecuacién de la Cantidad de Movimiento

130 8 (v _q 3
g ot + s <3 29 + Kh‘cosﬂ) — 1, + , = Qg (u-—uL)
_B-hu e Ut B _ 10 10

Q9 8 25 95 7y 3 P’ toou i) . 02

¢) Ecuacién de la Energia .

B 2
_oa_u+_a_<au

g ot 3s -2—9- + thc050)— Iy + 1 =

. 72
1 U_2 Ve (pD)4 -=
= Q;Rzg - 29>+ (=Kdneosd = == LB —
. —2“ )
U2 VSL (pD >3 — =
‘[(‘za B T) P Kheosf = —= B -

T 2\ R (p ),,
U2 VL . b ‘s
—K?g —35> + (1—K/)hcosf — Y } q +

)77(
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2 ' {p,?
+[—§5 @—1) + (1=K hcosd — —2 1] Q

v b’ 0s
+[—L21—: (‘ﬁo—l) + (lv—Kz)rywcose — (p:)ZJ %? _
Jé,YLQ(TPB+T_i;§—--r—qL+%¥ +?—\:I~S—'"+‘§> (1.3)

1.2.- Ecuaciones de Saint Venant

En la Tabla 1.1. se presentan las Ecuaciones de Continuidad, Cantidad de
Movimiento y Energia para un flujo gradualmente variado, expresadas en sus
diversas formas de acuerdo a la eleccidn de las variables dependientes primarias.
La Ecuacion de Movimiento, que surge de entre las dos Gltimas, adopta en ge-
neral la siguiente forma ,

8]18]]

10U ,Udu 9z —
g ot g 0s +, Js + C2R - D'-l_ (1-4)

en términosde U y z, o bien

. .
1 9@ , 22 3@ Q an} + 2 0 g2y 4 fe]le]
z

Os Cc2Q2R

gQ ot g2 0s e02® 0s =D (1-5)

L2

en términos de Q y z,donde D_, y D, , seexpresanen la Tabla .2 para
diversos casos particulares. ‘

En régimen permanente puede obtenerse, a partir de las Ecuaciones de
Continuidad y de Movimiento, una ecuacion para la determinacion del perfil
del pelo de agua, que es ‘

2
__clal , @ 239_] ‘o,
dz__ c2Q2%R gQd %1, (16)
ds 1 — Fr? '

donde D, _, seexpresaenla Tabla 1.2. .
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Ecuacién de Conveccion-Difusion
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Aporte dindmico
del flujo lateral
D, ' DL.2~ .DL.3
Caso particular
No existe flujo lateral 0 0 0
Flujo lateral entrante qu,
por precipitacion o A U—u, ) S — (2 2 _ u
. Qg L Qg Qg Q L
escurrimiento lateral
Flujo lateral saliente 0 , __aQ qQ
por vertedero lateral ng ng
Filtracion qy __aQ 3 4qQ
(entrante o saliente) 282g 2029 2 Q2
TABLA 1.2

1.3. Ecuacién de Convecciéon-Difusion

En escurrimientos a bajo nimero de Froude el sistema de dos ecuaciones

se reduce a una ecuacion de conveccidén-difusion para el caudal

. 2
-a-g+ca—~Q=Aa—-9

at Bs aSZ

donde

c=3(1_£§i)

- Q Bf oh

A= 5

23(10——35—)

‘f___ 1

(1.7)

(1.8.a)

(1.8.b)

(1.8.c)






'APENDICE " 1i

ECUACIONES DE SAINT VENANT
EN UN SISTEMA DE REFERENCIA MOVIL

Existen circunstancias en las cuales es conveniente observar un fendbmeno
desde un sistema de referencia movil respecto del cauce. Tal es el caso, por
ejemplo, de una onda que se traslada conservando su forma: observada desde
un sistema que se desplaza con su misma velocidad constltuye un fendbmeno
estacionario.

A continuacion, se procede a obtener las expresiones de las Ecuauones de
Continuidad, Cantidad de Movimiento y Energia en un sistema de referencia
movil qde se desplaza con una velocidad arbitraria u, . eventualmente fun-
cion del tiempo, en la direccion del escurrimiento.

Sea r la coordenada en la direccion del escurnmlento medida en el sis-
tema de referencia movil. Su origen de coordenadas, observado desde el siste-
ma fijo al cauce, esta representado por s= s, (t) , de modo que ’

ds, U
gt~ o
La ecuacién que liga ambos sistemas de coordenadases s=1r + s ,es decir
‘ s = r + fU,dt ' n.1)
De la Ecuacion (11.1) surgen las siguientes relaciones
u=u +u, (11.2.a)
Q=g +UQ (11.2.b)
_a_r_:] =1 = —ai] , (1.2.c)
s]y or |,
as| _
at], = U, (1.2.d)
o). _
_a{]s = —u, | (11.2.¢)

)83(
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donde U, es la velocidad (“'relativa’’) medida en el sistema movil, y _
’ Q = UQ. : _(||.3)
La transformacion de la Ecuacién (2.4) de Continuidad al sistema movil,

es ahora factible. Si se hace 'a identificacion

Q) = Qlsrny.t] ’ (i.4.2)
QY = Q(sni)t] | : (11.4.6)
se obtiene :
BQJ _ aq] ar]
= = =2 &0 (11.5.2)
Os ¢ or ¢ Os t v
. 09] _ 2 Q)" ar
), % ), 5w, w5

Utilizando las Ecuaciones (11.2.b), (11.2.¢) y (I1.2.e), las refaciones anterio-
res se convierten, respectivamente, en

: 2Q ' ‘
aQJ r:, _ asz]
= = — +vu X (11.6.2)
0s ¢ or t °  9r R
Q] Q] R ' -
at]s = —at]r u, —ar]t (11.6.b)

Reemplazando las Ecuaciones (11.6.a) y (11.6.b) en la Ecuacién (2.4), se
- obtiene la Ecuacion de Continuidad en términos de Q, yde Q

aQ .
v 08 _
5t ta=o (1.7

donde, andlogamente a lo realizado anteriormente, q (r, t) = q (s(r, t), 1) . Se
observa la identidad formal entre las Ecuaciones (2.4) y (11.7), lo que era de
esperarse, pues el razonamiento del cual se obtuvo la Ecuacidn (2.4) no se ve
practicamente afectado si el volumen 8V es mévil. '

La expresion de la Ecuacién de Continuidad en términos de U, yde Q
surge, simplemente, de utilizar la relacion (11.3), con lo cual se obtiene

U ' .
QTr’—+ur%—?+%—?+q=o (11.8)

que es la correspondiente a la Ecuacion (2.6).
Si la superficie libre estéd nivelada en cada seccion transversal, entonces
Q= Q (s, h) , y puede escribirse '
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99] - 92] a_] +~_ag] _an]
ot |, ot @n | Bt
_ 1) dh ‘
= U, a—s]h + B —aﬂr (11.9)

donde la Gltima igualdad surge de utilizar las Ecuaciones (11.2.d) y'(2.7). Reem-
plazando la Ecuacién (11.9) en la Eeuacion (11.7), se obtiene la Ecuacion de
Continuidad de términos de Q,.y de h

Q .
r dh Ki19) o :
-t B Sty 'as]h ta=0 (11.10)

donde h(r, t) = h (s(r, t), t) , y ademas B= B(s, h)= B (r + fU_dt, h) tiene
dependencia temporal explicita conocida a priori, e implicita a través de

h= h (r, t} ; lo mismo ocurre con %?—] . La Ecuacion (11.10) es la corres-
pondiente a la Ecuacion (2.8). h
Analogamente a lo realizado en la Ecuacion (11.9), puede calcularse

30y _ 8@ ) , 2@) dn
or |, v bs]h ar]t ah]s 3r:'t
an] 8h:, '
== +B == (1.11)
Os |, | or |,
~ donde se han utilizado las Ecuaciones (11.2.c) y (2.7).

Reemplazando las Ecuaciones (11.9) y (l1.11) en la Ecuacién (1.8}, se ob-
tiene la Ecuacion de Continuidad en términos de Uy de h

9U '
r : o2 oh oh
Q or Y+ U) aS]h +B(U' ar ¥ at>+q =0 iz
| a2 - .y
donde, al igual que B vy s | £ =8Q (r+ fU, dt, h). La Ecuacion (11.12)
: h .

es la correspondiente a la Ecuacion (2.,10).

Finalmente, es posible obtener expresiones de esta ecuacion en términos
de la variable z . Si la pendiente del lecho es muy pequeiia vale la Ecuacion
(2.11), y teniendo en cuenta, de acuerdo a las Ecuaciones (11.2.c), (11.2.d) y

(2.14), que . .
aZ dz a
—°| = Z° 9| - _ 1.13.
a't]r. . at}( 1,Y, (11.13.a)
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B % as)
o |, " s o, o (11.13.b)
se obtiene
‘ 9h )
’ a—t] = —aﬂ + 1,0, (11.14.2)
r r .
oh ) : _
Tr]t = Ef—]t + 1, C (IL14b)

Utilizando las Ecuaciones (11.14.a), (11.14.b) y (2.15), se obtiene la Ecua-
cion de Continuidad en términos de Q, yde z

3Q 3 29

r .
o tB Lty as]z +qg=o0 (11.15)

que es la correspondiente a la Ecuacién (2.12), y la Ecuacién de Continuidad
en términos de U, yde z

U
r o 0z 0z _
Q _—ar + (Ur + UO) —35]? "l-.B(Ur ‘—‘ar + _at> + q =20 (11.16)
que es la correspondiénte a la Ecuacion (2.16). En estas expresiones- B; Qvy

%%] , son funciones de (r + JU_ dt) yde h.

La transformacion de la Ecuacién de la Cantidad de Movimiento se hace
medianie un proceso analogo al anteriqr. Las relaciones siguiente, facilmente

obtenibles, ‘ -
| %Ltl]sé ka;ﬂr . d:'lto o, _%Jt S oza)
U %—Sq]t = (b, + u)) %Ur'—]t o . (11.17.b)
iaz]t - .g_:_]t (11.17.¢)
?’_:]t - g_:‘]‘t (11.17.d)

pueden ser reemplazadas en las Ecuaciones (2.31) y (2.33), de lo cual surgen

, U, E_r_aur+a_z+| +ldU°=_CL
g ot g Or or f g dt a2

que es la Ecuacién de la Cantidad de Movimiento en términos de U yde zy

- —L U, —u_,) (11.18)
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U - U .dU L 4u : |
1 v I S on _ . 1 o _ _ﬂ_ o
st T ot ettty e T ©,—u_) (119

que es la Ecuacion de la Cantidad de Movimiento en termmos de u, ‘y'de h,

en las cuales u,_ =u_— U, . Se observa que, tal cual era de esperarse, la dnica -

diferencia formal con las Ecuaciones (2.31) y (2.33) reside en la apancmn de
una fuerza de inercia debido al movimiento acelerado del sistema de referencia.
Algo similar debe ocurrir, entonces, con las Ecuaciones (2.34) y (2.35), que se

transforman en

3Q 2Q 3Q, Q? : .
L 3 Q. @} b2 gy

g ot gﬂz or o® Os or
' du qu : -
1 o _ Lr
Lt R T T m (11.20)

que es la Ecuacién de la Cantidad de Movimiento en términos de Q, yde z,Yy

2 .
1 09, 29, 9Q, ) oh \2
__S.Z_St_..{_.._. a _______5_ +T (l—Fr)—
g 992 r 993 S Y
du qu . !
1 [ . Lr
- + = — .
I0 + If g dt ) (1.21)

gue es la Ecuacién de la Cantidad de Movimiento en términos de Q, y de h,

en las cuales se ha utilizado el. nimero de Froude

(s
Fro= (11.22)
gQ3 .

El resultado de la transformacion de la Ecuacion de la Energia a un siste-

ma mévil no es tan sencillo como en el caso anterior. En efecto, si bien el valor

. de la pendiente de friccion |, ligada*a la tension de corte sobre el cauce, no
_se ve aféctado al cambiar de sistema, no ocurre lo mismo con la pendiente de

energia |, ligada a la energia disipada. Es ‘entonces necesario realizar todo el
procesa de célculo, el cual siguiendo lineas analogas a las anteriores, provee
las expresiones ' '

1 aUr

U
g ot g

=———i—--— (z’ +Elz —(z +V—'f"- s U —u_) .23
Q(Ur+U‘(,) 2g L 2g g r YLy (11.23)

e 2 + 32 vl Po _
or ar e g dt
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9 ot g Tor ar. o e g .t

) ) U2 v2 u ‘ ‘
= st ) - Yy Y% .
. - ‘Q(Ur + Uo) l:(h * 29) ’ ( hL M 29 ) + g (Ur qu) ] (H.24)

. 2 ' :
1 09, 2Q, 2q, Q 0z - o
= st L — LS %2 ey g o
gf2. ot 42 or - gQ? Os |, or , r e
. 2 2 2 IR
= —a _(z_z ) . Qr - VLr _ Uoqu 11.25
@ +v,Q) \ L 24022 2g g (1-29)

— — — — e _12___ =
+ (1 Fr) _|o+|e

2 '
1 aQr + 2Qr aQr Qr 0Q oh
g ot g2 or 003 Os h or

R 2 . . .
_ (*] Qr Vlfr Uguy -
=G u9 h—h) — e T T T T (11.26)
3 o 2¢Q2
donde V , = (V2 + U2 —-Y';?_uLUoA)”2 es el médulo de la velocidad relati-

va del flujo lateral, e I, esla pendiente de energia en el sistema fijo al cauce.
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